L'ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE 
DRINFELD : DÉCOMPOSITION CELLULAIRE DE LA TOUR DE 

LUBIN-TATE 



par 

Laurent Fargues 



Résumé. — Cet article est le premier d'une série visant à construire un isomorphisme entre les 
tours p-adiques de Lubin-Tate et de Drinfeld, décrire cet isomorphisme et en donner des applications. 
Nous-y construisons un modèle entier p-adique cquivariant en niveau infini de la tour de Lubin-Tate. 
Ce schéma formel p-adique sera comparé plus tard à un autre associé à la tour de Drinfeld. 



Abstract. — This article is the first one of a séries aiming to construct an isomorphism between 
the p-adic Lubin-Tate and Drinfeld towers, describe this isomorphism and give applications. We 
construct a p-adic equivariant intégral model of the Lubin-Tate towcr with infinité levcl. This formai 
scheme will be later compared to another one associated to the Drinfeld tower. 



Introduction générale à la série d'articles sur les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld 

Cet article est le premier d'une série visant à construire un isomorphisme entre les tours 
p-adiques de Lubin-Tate et de Drinfeld, décrire cet isomorphisme et en donner des applications. 

Voici une bref description des différents articles : 

- Le présent article pour lequel on renvoit à l'introduction qui suit. 

- L'article [14] intitulé "L'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld au niveau 
des points" dans lequel on construit l'isomorphisme entre les deux tours au niveau des points 
à valeurs dans des corps valués du type de ceux intervenant dans la théorie des espaces de 
Berkovich. 

- L'article [11] intitulé "Application de Hodge-Tate duale d'un groupe de Lubin-Tate, immeuble 
de Bruhat-Tits du groupe linéaire et filtrations de ramification" . On y décrit entre autres 
précisément l'isomorphisme entre les deux tours au niveau des squelettes des espaces de 
Lubin-Tate et de Drinfeld. 

- L'article [13] intitulé "L'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld : 
démonstration du résultat principal" . On y démontre l'existence de l'isomorphisme entre 
les éclatés du schéma formel construit dans le présent article et un autre schéma formel 
construit à partir de la tour de Drinfeld. 

- L'article [12] intitutlé "L'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld : com- 
paraison de la cohomologie des deux tours" . On y démontre que l'isomorphisme construit 
dans [13] induit un isomorphisme entre les complexes de cohomologie à support compact 
équivariants des tours de Lubin-Tate et de Drinfeld. On y démontre également l'existence 
d'une correspondances de Jacquet-Langlands géométrique entre faisceaux équivariants sur 
l'espace des périodes de Gross-Hopkins et faisceaux équivariants sur l'espace de Drinfeld. 
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Pour le présent article, les articles [14] et [13] nous suivons le plan fourni par [10] et il apparaîtra 
comme clair au lecteur que nous nous sommes largement inspirés des travaux de Gerd Faltings. 
Les articles [11] et [12] eux sont complètement nouveaux et indépendants de [10]. 

Introduction à cet article 

Cette première partie vise à p-adifier la tour de Lubin-Tate : les modèles entiers usuels de la 
tour de Lubin-Tate ([6]) sont donnés par le spectre formels d'anneaux du type Zp[[a;i, . . . , a:„_i]], 
un idéal de définition étant {p,xi, . . . ,Xn-i)- Les modèles entiers naturels de la tour de Drinfeld 
eux sont p-adiqucs : l'idéal de définition des schémas formels associés est l'idéal engendré par p, les 
anneaux associés étant du type Zp < xi, . . . , Xd > /Idéal. Pour pouvoir comparer ces deux tours 
nous devons donc d'abord modifier les modèles usuels de la tour de Lubin-Tate. 

Utilisant certains domaines fondamentaux quasicompacts pour l'action des correspondances de 
Hecke sphériques on reconstruit un modèle entier p-adique en niveau infini de la tour de Lubin- 
Tate, modèle qui pourra être comparé à la tour de Drinfeld. Ce schéma formel p-adique est obtenu 
par recollement d'itérés sous les correspondances de Heckc d'un modèle entier p-adiquc du domaine 
fondamental. 

Ces correspondances de Hecke sont paramétrées par un immeuble de Bruhat-Tits et le schéma 
formel est obtenu par recollement équivariant de "cellules" , des schémas formels affines, indexées 
par les sommets de l'immeuble. Il est à noter que, contrairement à celle de l'espace de Drinfeld, 
cette décomposition cellulaire est indexée par les sommets de l'immeuble et non les simplexes. 
Ainsi on verra par exemple dans les articles [11] et [13] que dans le cas de GL2 l'image de ces 
cellules dans l'immeuble de Bruhat-Tits paramétrant l'espace de Drinfeld consiste en les boules 
de rayon 1/2 centrées en les sommets de l'immeuble (figure 1). 




Figure 1. La décomposition cellulaire de l'arbre de PGL2 indexée par les sommets 

Le schéma formel p-adique construit n'est pas un schéma formel topologiquement de type 
fini, il vit en niveau infini. Il n'est pas possible d'effectuer sa construction en niveau fini (par 
niveau on entend un sous-groupe compact ouvert de GL„(Zp)). Plus précisément si r G [01[nQ et 
IB"~^(0, r) désigne la boule fermée de rayon r dans B"'-i(0, 1), la base de 1' espace de Lubin-Tate 
(sans niveau), on peut alors construire un tel espace en niveau fini pour l'image réciproque de 
cette boule dans la tour de Lubin-Tate. Mais lorsque r — > 1, ou si l'on veut lorsque l'on tend vers 
le bord de l'immeuble de Bruhat-Tits i.e. on sort de tout compact, le niveau doit tendre vers 
l'infini. Cela est relié au fait suivant. Soit I l'immeuble de Bruhat-Tits de PGL„(Qj,) et A C T 
un sous-ensemble simpliciale fini. Il existe alors un sous-groupe compact ouvert Ka C GL„(Zp) 
tel que le composé A ^ T -» 1/ Ka soit un plongcment. Mais lorsque A grandit Ka — > {Id}. 
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Décrivons les différentes parties de l'article : 

- Dans les sections 2,3 et 4 nous démontrons des résultats généralisant ceux de [18] concernant 
l'application des périodes de l'espace de Lubin-Tate vers l'espace projectif et les domaines 
fondamentaux pour les correspondances de Hecke non-ramifiées dans ces espaces. Nous y 
utilisons pour cela la théorie des Displays qui donne des formules matricielles pour l'applica- 
tion des périodes. Certains de ces résultats sont déjà dans l'article [28] qui utilise le point de 
vue de [18] des quasi-logarithmes, nous préférons utiliser la théorie des Displays. Puis nous 
étudions en détails les domaines fondamentaux pour l'action des correspondances de Hecke 
non-ramifiées sur la base de la tour de Lubin-Tate définis par Gross-Hopkins dans [18]. Ces 
résultats sont placés dans un cadre plus conceptuel et généralisés dans [11]. Néanmoins les 
résultats plus complexes de [11] ne sont pas nécessaires à une première compréhension de 
l'isomorphisme entre les deux tours. C'est pourquoi ils ne sont pas inclus dans cet article. 
Par exemple dans [11] on montre comment construire de façon systématique des domaines 
fondamentaux généralisant ceux de Gross-Hopkins et comment comprendre la façon dont ils 
se recollent avec leurs itérés sous des correspondances de Hecke. 

- Les sections 5 à 8 sont le coeur de l'article. Nous y utilisons les domaines fondamentaux de 
Gross-Hopkins pour décomposer cellulairement la tour de Lubin-Tate. Nous y construisons 
à la fin un schéma formel p-adique cellulairement décomposé au dessus de l'immeuble de 
Bruhat-Tits du groupe hnéaire. La cellule au dessus d'un sommet de l'immeuble est le spectre 
formel d'une algèbre p-adique du type la boule unité dans une algèbre de Banach p-adique 
obtenue par complétion d'une union croissante ljj.>g Ak où Ak est une algèbre affinoïde munie 
de sa norme infinie et Ak — > ^fc+i est fini. L'algèbre Ao est la fibre générique d'un espace de 
déformations de groupe p-divisible avec contraintes sur le polygone de Newton de ses points 
de p-torsions. Les algèbres Ak sont obtenues en ajoutant des points de torsions (structures 
de niveau). 

- Dans l'appendice A on discute de la normalisation des schémas formels p-adiques admissibles 
dans un revêtement fini de leur fibre générique vue comme espace rigide. On utilise ces 
résultats de façon cruciale dans la construction de nos schémas formels. Cet appendice est 
né de diverses questions de géométrie rigide que s'est posées l'auteur et pour lesquelles il n'a 
pas trouvé de références dans la littérature. 

- Soit O l'anneau des entiers d'une extension de degré fini de Qp d'uniformisante tt. Dans 
l'appendice B nous établissons une théorie de la déformation pour les O-modules 7r-divisibles 
relativement aux immersions nilpotentes définies par des idéaux munis de 7r-analogues des 
puissances divisées (le cas O = Zp et tt = p étant le cas "classique" traité par la théorie de 
Messing) . Cette section n'est pas strictement nécessaire pour démontrer les résultats auxquels 
nous nous intéressons mais permet néanmoins d'interpréter agréablement certains objets 
intervenant dans la définition de l'application des périodes, et accessoirement d'améliorer les 
résultats d'intégralité de cette application. Les résultats de [9] sont plus généraux que ceux 
de cet appendice puisqu'ils s'appliquent aux groupes plats finis. Néanmoins dans le cas des 
groupes p-divisibles la méthode utilisée dans l'appendice B est plus simple que celle de [9]. 

Prérequis : Concernant les espaces de Lubin-Tate on supposera le lecteur familier avec les 
chapitres 1 et 4 de [6], le chapitre II de [17] et [18]. Concernant [18] nous n'aurons à utiliser 
que le corollaire 23.26 de cet article, les autres résultats étant redémontrés et généralisés par 
d'autres méthodes (la théorie des Displays). Néanmoins la lecture de [18] est fortement conseillée 
car elle fournit une introduction "concrète" à l'étude détaillée des espaces de Lubin-Tate. Nous 
utiliserons le langage des espaces de Rapoport-Zink (^24]J qui est le langage naturel de ce type de 
problème. On pourra consulter [16] pour une reformulation de [17] dans ce langage là. On suppose 
également le lecteur familier avec la théorie de la déformation de Messing (\22\). 

Avertissements : Le lecteur uniquement intéressé par la construction du schéma formels p- 
adique qui sera relié plus tard à l'espace de Drinfeld peut sauter les chapitres 2 et 4- Néanmoins 
le résultat concernant l'application des périodes sera utilisé plus tard dans la construction de 
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l'isomorphisme entre les deux tours. L'appendice B est réservé aux "experts". 

Enfin il apparaîtra comme clair au lecteur que l'auteur de cet article s'est largement inspiré des 
travaux de Gerd Faltings [10] . 

Introduction bis : Construction du schéma formel dans le cas de GL2(Qp) par 
éclatements des courbes modulaires 

Soit pour > 3 Y{N) la courbe modulaire ouverte sur Spec(Z) classifiant les courbes elliptiques 
E munies d'une structure de niveau N , N^^TLjï — > au sens de Katz-Mazur. On a 

r(iv)(C) = ]J r(A^)\H± 

(Z/7VZ)x 

Fixons un nombre premier p ainsi qu'un entier A'o > 3 tel que {No,p) = 1. Soit E la courbe ellip- 
tique universelle sur Yo{N)i^¥p. Considérons le Verschiebung V : E^p^ — > E c'est à dire l'isogénie 
duale du Frobenius F : E — > E^p\ Le morphisme induit au niveau des formes différentielles in- 
variantes est 

TA* ®P 

V : loe * ^E(v) — 

011 l'on a fixé un isomorphisme (non canonique) entre fibrés en droites loe^p'' — ^e'^ ■ H fournit une 
forme modulaire mod p de poids fc — f 

qui est l'invariant de Hasse. Cela définit un diviseur de Cartier réduit D dans y(A''o)Fp de support 
le lieu supersingulier, un nombre fini de points de la fibre spéciale. Si y G Y{No){¥p)s,s, 

où l'on peut choisir x = H mod p (si p 7^ 2, 3 x peut être choisi égal à une série d'Eisenstein 

Ep-i). 

Désormais on notera Y{Nq) pour Y{Nq) ®z "^p^ et D pour le diviseur de Cartier précédent 
étendu à Y{Nç,)^ . Soit 

Y{p°°No) = lun r(/A^o) 

fe>0 

un Z^''-schéma et 

TT : Y{p°°No) Y{No) 

la projection. C'est un morphisme plat totalement ramifié au dessus des points supersinguliers. 
Le schéma Y{p°°No) est muni d'une action de Hecke de GL2(Qp). Le morphisme tt est GL2(Zp)- 
invariant. 

Considérons le diviseur de Cartier 

-Doo = Tr*D 

Il est "infiniment ramifié" au sens oit le sous-schéma fermé de Y{p°°No)f définit par Dœ possède 
des nilpotents d'ordre quelconque. Néanmoins supp(7r*D) est un nombre fini de points fermés 

TT : supp(7r*i?) ^ supp(D) = Y{No)s.s.{¥p) 

Le morphisme tt étant GL2(Zp)-invariant Doc est GL2(Zp)-invariant 

y g e GL2(Zp) g*Doo = 

Considérons les itérés de Doo pai' les correspondances de Hecke 

{5*Doo |5eGL2(Qp)/GL2(Zp)} 

ensemble paramétré par l'arbre de GL2. Bien siir Vg £ GL2(Qp)/GL2(Zp) supp(5*£'oo) = 
supp(Doo) puisque les correspondances de Hecke laissent invariantes le lieu supersingulier. 
Néanmoins lorsque g varie dans GL2(Qp)/GL2(Zp) ces diviseurs de Cartier sont distincts. 
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Fixons un entier a > 1. Pour A C G'i2(Qp)/GL2(Zp) un sous-cnsemblc fini de sommets de 
l'arbre soit 

Xa = L'éclatement de Y{p°°Nq) le long du diviseur 9* de la fibre spéciale Y {p°° Nq)^ 

geA 

(un diviseur de la fibre spéciale définit un sous-schéma fermé de codimension 2 du modèle entier) 
et Ua C Xa l'ouvert où p engendre le diviseur exceptionnel. En fibre générique, i.e. après inversion 
de p, iUA)r, = (Xa),, = Y{p^No)^. 

Si A c B notons I1a,b ■ Xb — > Xa- On a Il^^g{UA) C C/s et H^^s induit un isomorphismc 

Ha.b : n^'s(t^A) ^ Ua 

et donc via IIa,b, Ua C Ub- Soit 

Z = lim Ua 

fini 

OÙ les sous-ensembles finis de l'arbre sont ordonnés par l'inclusion. C'est un schéma sur 
Spcc(VF(Fp)) muni d'une action de GL2(Qp) puisque pour g E GL2(Qp) on a g : Ua — > Ug,A- De 
plus Zn = Y{p^No)^. 

Soit maintenant Z' le normalisé de Z dans sa fibre générique Z^. Soit 3 le schéma formel sur 
Spf(M^(Fp)) égal au complété p-adique de Z' . Il est muni d'une action de GL2(Qp). 

Pour a = 2 le schéma formel 3 est "à quelques détails près" le schéma formel p-adique associé à 
la tour de Lubin-Tate que nous allons construire en général. Nous ne le construirons pas de cette 
manière. Pour GL2(Qp) ce schéma formel Xoo sera un schéma formel p-adique muni d'une action 
de GL2(Qp) X où D\Qp est une algèbre de quaternions. On aura alors 

3~[]Xoo/7r'^'^ 

OÙ I est un ensemble fini et G N \ {0}. Bien siir sur la construction précédente on ne voit pas 
l'action de Z?^, il faut utiliser le théorème de Serre- Tate pour la voir. 



1. Hypothèses et notations 

Soit F\Qp une extension de degré fini, d'uniformisante tt et de corps résiduel fc = F, = Of/t^Of- 
On note F = F"-^ le complété de l'extension maximale non-ramifiée de F dans une clôture 
algébrique de celui-ci et F^ l'extension maximale non-ramifiée de Qp dans F. On note parfois O 
pour Of et O pour O p . On fixe un isomorphismc entre le corps résiduel de et F^ une clôture 
algébrique de Fg. 

Si 3 est un schéma formel d'idéal de définition 3 par définition la catégorie des groupes p- 
di visibles sur 3 est la catégorie limite projective 

Hm (Groupes p-divisibles sur Spec(03/U'')) 

fc>i 

de la catégorie fibrée des groupes p-divisibles sur le système de schémas (3 niod U*')fe>i. Cela signi- 
fie concrètement que se donner un groupe p-divisible sur 3 est équivalent à se donner une famille de 
groupes p-divisibles {Gk)k>i sur les Spec(C'3/j'^)fc>i munis d'isomorphismes Vfc Gk+i mod j'' 
Gk satisfaisant une condition de cocyle évidente. Rappelons que si 3 = Spf(A) est affine il y a une 
équivalence de catégories entre groupes p-divisibles sur 3 et groupes p-divisibles sur Spec(A) (il 
s'agit de l'analogue du théorème d'algébrisation de Grothendieck) . 

Une quasi-isogénie ip : Gi — > G2 entre deux groupes p-divisibles sur 3 est un système compat- 
ible de quasi-isogénies sur les Spec(C'3/3'^)fc>i. On prendra garde que la notion de quasi-isogénies 
sur Spec(A) est beaucoup plus forte que celle sur Spf(A). 
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Si S est un Op-schéma ou bien un Spf(C'F)-schéma formel un O-module 7r-divisible sur S est 
un groupe p-divisible H sur S muni d'une action de O induisant l'action canonique sur son algèbre 
de Lie (cf. appendice B pour plus de détails). Il sera dit formel si ses fibres géométriques en tous 
les points de la base ne possèdent pas de partie étale. 

1.1. Espaces. — 

Définition 1.1. — Nous notons Hq un O-module 7r-divisible formel de dimension 1 et hauteur 
n sur Fg. Nous notons H = Hq^j . 

Définition 1.2. — Nous notons Xq l'espace de Lubin-Tate des déformations par isomorphismes 
de Ho, ou encore l'espace des ^-déformations d'une loi de groupe formel associée comme dans [18]. 
Nous notons iïo la déformation universelle. On note de même X, H les objets étendus à Ô. 

Le Oi?-schéma formel Xo est non-canoniquement isomorphe à Spf(C'[[a;i, . . . , Xn-i]]). Il 
représente le foncteur qui à une O-algèbre locale complété R d'idéal maximal m et de corps 
résiduel Fg associe les classes d'isomorphisme de couples (iJo,Po) où iîo est un O-module 
TT-divisible sur R et 

PO : EIo ^ iJo ®R R/m 

Définition 1.3. — On note M l'espace de Rapoport-Zink associé sur Spf(Ô) des déformations 
par quasi-isogénies de H. On note Ai l'espace rigide fibre générique associé. 

Le schéma formel Ai représente le foncteur qui à un Spf(Ô)-schéma formel S associe les classes 
d'isomorphismes de couples (H, p) oh H est un O-module 7r-divisible sur S et 

p : H Xspoc(F,) nio'l — ^ H xg {S mod tt) 

est une quasi-isogénie. 

1.2. Action. — Le groupe Hq étant défini sur Fg, H = H^'^) et donc le morphisme de Frobenius 
définit un élément 

n = Frobç e End(H) 

et alors 

End(H) = End(eo/F,„) = OfJH] = On 

l'ordre maximal dans l'algèbre à division D d'invariant — où Fn\F désigne l'extension non-ramifiée 

n 

de degré n. L'action de F„ n'est pas définie sur ¥q mais F^n et on a End(IHIo) = Oi?[n] l'anneau 
des entiers de l'extension totalement ramifiée de F définie par le polynôme d'Eisenstein X" — tt. 

Définition 1.4. — On muni X de l'action à gauche de et Ai de celle de en posant 

d.{H,p)^{H,pod-^) 

pour H un groupe p-divisible et p l'isomorphisme ou quasi-isogénie définissant la déformation. 

1.3. Scindage de l'espace de Rapoport-Zink. — Rappelons que toute quasi-isogénie de 
degré zéro entre O-modules 7r-divisibles formels de dimension 1 définis sur un schéma réduit 
annulé par p est un isomorphisme. Il y a donc une décomposition 

où A^W désigne l'ouvert-fermé de Ai où la quasi-isogénie universelle est de hauteur i. De plus, 

: A?!"] ^ A?W 
{H,p) ^ (i/,poFrob;) 

et 

Al ["1 ~ X 
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1.4. Donnée de descente de Rapoport-Zink. — Elle est définie dans la section 3.48 de [24]. 

Soit a le Frobenius arithmétique de F™'\F. Cette donnée de descente a est donnée dans notre cas 
par le diagramme suivant 

M M^"^ 



iez igZ 

où l'opérateur 11"^ est l'identité de X décalée de +1 dans et 1®(t est donné par l'isomorphismc 

X = Xçi®oO. On voit en particulier qu'elle n'est pas effective puisqu'elle décale de 1 la hauteur 
de l'isogénie. Cependant elle devient effective sur les quotients M./'k"''^ pour tout entier a ë N* 
(ce qui revient du point de vue cohomologique à prendre les représentations ayant un caractère 
central d'ordre fini). L'action de commute à cette donnée de descente a. 

Remarque 1.5. — La donnée de descente l®a définissant Xq sur X = Xq®Ô n'est pas la bonne 
puisque par exemple elle ne commute pas à l'action de O^. Dans [18] Cross et Hopkins utilisent 
cependant cette donnée de descente quitte à tordre l'action de en le remplaçant par le groupe 
étale localement constant Aut(]HIo) (Aut(]HIo) est un groupe sur Spec(Fg)ét qui devient constant 
sur Spec(Fq»i), il définit dont un groupe sur (Xo)ét qui devient constant sur Xg ®Of ^f„j Fn\P 
désignant l'extension non-ramifiée de degré n). Nous préférons cependant adopter le point de vue 
de Rapoport-Zink. 

1.5. Polygone de Newton des points de torsion. — Soit L\F une extension valuée complète 
pour une valuation à valeurs dans R U {+00} (il s'agit des corps intervenant dans la théorie des 
espaces analytiques de Berkovich). Si H est un O-module 7r-divisible formel sur de groupe 
formel associé iï il y a une application "valuation" 

V : H{Ol) — >IRU{+oo} 

qui est définie en fixant un isomorphisme de O^-schémas formels pointés Spf(C'i[[r]]) H, l'mi 
étant pointé par la section T = et l'autre par sa section unité (c'est à dire en fixant une loi de 
groupe formel associée), par la "valuation de la coordonnée T". Cette apphcation ne dépend pas 
du choix d'un tel isomorphisme puisque tout automorphisme du schéma formel (A^)^|(jj envoyant 

l'origine sur l'origine induit en fibre générique un automorphisme de conservant la distance à 
l'origine. 

On s'intéressera en fait à la valuation des points de torsion H{Ol) = H\'k°°]{Ol)- La "valua- 
tion" définit une filtration appelée filtration de ramification inférieure par des sous-O-modules sur 
CCS points de torsion, formée des sous-modulcs oii la valuation est supérieure à un nombre donné. 
Elle est étudiée en détails dans [11]. Bornons nous à quelques rappels. 

Il existe un système de coordonnées formelles (cci, . . . ,x„_i) sur Xq i.e. un isomorphisme 

Xo ~ Spf(e'[[a;i, . . . ,a;„_i]]) 
et une loi de groupe formel universelle i^""™ telle que 

['K]p^^i^, = TTUqT + XiUiT'^ H h Xn-lUn-lT'^ + UnT'' 

OÙ uo,...,Un € 0[[a;i, . . . , a;„_i]][[r]]^ sont des unités (cf. [21] chapitre 1 page 106, cela se 
déduit également de la théorie de Cartier cf. [18]). Nous fixons un tel isomorphisme. Pour x = 
{xi, . . . , Xn-i) € Xq*^(F), ou plus généralement Xg"(L) := Xo(C'i) avec L\F une extension valuée 
complète comme précédemment, on note la spécialisation du groupe p-divisible universel. 

On vérifie alors aisément que le polygone de Newton de la multiplication par tt sur la loi de 
groupe formel universelle est l'enveloppe convexe des (g\ f (xi))o<î<n où = et a;„ = 1 (cf. 
figure 2). Ses pentes non infinies Ai > • • • > A„, où apparaît g* — g*^^ fois entre les abscisses 
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^ et g% sont les valuations des points de 7r-torsion non- nuls dans Hx[ïï']{0-[^) \ {0}. On peut 
done lire sur ce polygone de Newton la filtration de ramifieation de Hx['^]{0-i^) . 



1 __ 




Figure 2. Le polygone de Newton de la multiplication par n 

Remarque 1.6. — Notons encore Hq le groupe p-divisible sur Spec(C'[[x]]) associé à celui sur 
Spf(0[[x]]). Le choix de coordonnées précédentes implique que la stratification de Newton de 
Hq mod TT sur Spec(fc[[x]]) est donnée par 

V{xi,...,Xn-l) C ••• C V{X1,X2) C V{xi) 

OÙ V{xi, . . . ,Xn-i) est le lieu supersingulier (le point dont on est parti et qu'on a déforme) et 
V{xi)'' le lieu ordinaire, et c'est essentiellement la seule propriété dont nous auront besoin (on 
trouvera dans [23] la démonstration de l'existence de systèmes de coordonnées formelles sur des 
espaces de déformation plus généraux tels que la stratification de Newton soit définie par des 
sous-espaces linéaires). On vérifie en effet que cette seule propriété sur la stratification de Newton 
implique que le polygone de Newton de -ffoi""] Gst celui donné précédemment. 

L'ensemble des points de X"^ oh le polygone de Newton de H[Tr] est au dessus d'un polygone 
donné est un ouvert admissible quasicompact. Cela permet de stratifier l'espace rigide X"^ par 
de tels polygones. En quelques sortes les "bonnes coordonnées" sur l'espace X"^ ne sont pas les 
{v{xi))i<i<n-i mais celles données par le polygone de Newton précédent. 

2. Application des périodes 

2.1. Définition. — 

Définition 2.1. — On note tti : — > P'î~^ l'application des périodes telle que définie dans 
la section 23 de [18] ou plus généralement le chapitre 5 de [24]. 

Ce morphisme étale O^^-équivariant d'espaces rigides est défini de la façon suivante. Soit £i le 
cristal de Messing de H comme objet de {O/pO) / Spec(O) ) (le cristal algèbre de Lie 

V / NCRIS 

de l'extension vectorielle universelle de [22] sur le site cristallin nilpotent). Soit S"^ l'isocristal con- 
vergent associé sur X"^ . Soit 82 le cristal de Dieudonné de H sur {Sy>cc{¥ q) / S^icciW {¥ q))) n c ri s ■ 
Il y a un plongement 

L : W{¥q) ^ Op 

fixé par le choix de l'isomorphisme entre le corps résiduel de F ei¥q. Soit 

/ : X — > Spcc{Op) — > Spec(M^(Fç)) 
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le niorphismc composé. Il y a un diagramme 

f mod p 



■Spee(O^) 



Spec(Fq) — 
qui induit donc un morpliisme de topos 

f^"'' : {{X®{Op/pOp)/Spcc{Op)) 



■ Spec(M^(F,)) 



NCRIS 



La quasi-isogénie universelle p 



(X mod p) 



{Spec{¥g)/SpcciW{¥g)))NCRis 
— ^ H y<x mod p) sur l'espace des 



Si 



^1 



c'est à dire l'évaluation de 



déformations induit une quasi-isogénie de cristaux 

B{p) : f"'^*E2 — 
et donc un isomorpliisme d'isocristaux convergents 

(1) f"3*{£;'3) = {f*E2)"9 

Si D(EI) désigne le module de Dieudonné covariant "classique" de 
£2 sur l'épaississement Spec(Fq) > Spec(M^(Fç)), et E{H) l'extension vectorielle universelle du 
groupe p-divisible universel H (un Oj-module libre de rang n[F : Qp]), il y a donc un isomorphisme 
O^^-équivariant 

(2) D(H)q Oa;... ^ Lie {E{H))"<^ 
et de plus 

011 V désigne la connexion de Gauss-Manin induite par la structure cristalline de l'extension 
vectorielle universelle ; si 

A(2)^^ X X 



, v=o 



désigne le voisinage infinitésimal d'ordre 2 de la diagonale de X, la nature cristalline de l'extension 
vectorielle universelle induit un isomorphisme 

e : wlE{H) ^ w*2E{H) 

et alors 

V(m) = Lie(6)(l ®m) - m,®! 

On renvoie à la section 5.3 de [5] ou la proposition 2.3.26 de [15] pour la construction des 
isomorphismes (1) et (2) qui repose sur la construction de Berthelot-Ogus du foncteur des F- 
cristaux à isogénie près vers les isocristaux convergents. Cette construction repose elle-même sur 
l'astuce de Dwork ; la structure de Frobenius permet d'agrandir les domaines de définition des 
solutions de l'équation différentielle V = oii V est la connexion de Gauss-Manin. 

Il est également construit sans recours à la structure de F-cristal mais en utilisant la rigidité 
des quasi-isogénies dans [24] (cf. proposition 5.15 de [24]). 

L 'isomorphisme (2) est un isomorphisme de F (8)Qp F-modules via l'action de sur H et H. 
Considérons la décomposition isotypique 

D(M)q = D(H)q,, 

r:F"-^W(F,)(, 

Le morphisme l : W(Fç)q ^ F induit un plongement to : F" ^ W{¥q)Q. Celui-ci induit un 
isomorphisme O ®Oj,o ^i^^q) Woi^q) {Wo désigne les vecteurs de Witt ramifiés, cf. [7]). 
Notons alors 

Do(H)q = D(H)q,,„ 
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OÙ O est là pour Op- C'est un VFc>(Fg)-niodule muni d'un Probenius (ys qui est semi-linéaire rela- 
tivement au Frobenius de Wo- C'est un cristal relativement à O, les cristaux usuels correspondant 
au cas C = Zp. 

Soit a : F F ^ F. Le plus grand quotient de D(IHI)q ^^^ij ^ -F à travers lequel F agit via 
F C F est 

= Bo(H)q 

Notons (Lie {E{H))"^y le plus grand quotient de Lie {E{H))"^ sur lequel O agit à travers F C 
F. L'isomorphismc O^^i-cquivariant (2) induit alors un isomorphismc entre fibres O^^-cquivariants 
sur X"3 

Bo{mQ®Woif,) ^^"^ =^ (Lie(£;(iî))"s)' 
La filtration localement facteur directe 

V{H) C Lie E{H) 

définie par la partie vectorielle de l'extension universelle est telle que sur son quotient Lieiï, C 
agisse à travers O ^ Op. Le F (g)Q^ C;jris-module Lie E{Hy^^ est libre d'après l'isomorphismc 
(2). On en déduit (cf. par exemple la démonstration la proposition B.8 de l'appendice B) que si 
/ ^ keviO O ^O) alors 

{V{H)"3)' V{H)"s /LLieE{H)"3 ^ {Lie E{H)"sy 

est une filtration localement facteur directe de codimension 1. D'oii ime filtration 

localement facteur directe de codimension un. Cette filtration définit l'application des périodes 

X"3 — , P(Bo(H)) 

Bien siir cette application s'étend sur tout l'espace de Rapoport-Zink en un morphisme étale 
D ^ -équivariant 

M — > P(Do(H)) 

défini de la même façon que précédemment en remplaçant X par Ai. L'espace des périodes 
P(Dc)(H)) est en quelques sortes l'espace A4 quotienté par la relation d'isogénics, c'est à dire 
le quotient de la tour de Lubin-Tate par le groupe GL„ (F) . 

2.2. Interprétation en termes du cristal O-extension vectorielle universelle. — 

Les résultats de l'appendice B permettent de construire directement l'application des périodes 
précédente en interprétant Dc)(iî) et Lic(iî)//.Lie(iï) comme évaluations d'un cristal algèbre de 
Lie de la O-extension vectorielle universelle sur un site cristallin défini en termes de O-puissances 
divisées. 

Ils permettent par exemple de voir que l'application des périodes est "entière" sur le polydisque 
Wi v{xi) > p — 1 alors que la théorie "classique" montre que ce n'est le cas que sur le polydisque 
Vi v{xi) > e{p — 1) 011 e est l'indice de ramification de F|Qp. 

2.3. La donnée de descente sur l'espace des périodes. — Le Verschicbung sur le cristal 
©©(H) induit un isomorphismc 

qui induit ime donnée de descente compatible à l'action de sur l'espace des périodes 

P(lD)o(H)) ^ P(Do(H))('') 

L'application des périodes est compatible à la donnée de descente de Rapoport-Zink sur M et 
à cette donnée de descente. On remarquera que cette donnée de descente est effective et que la 
variété descendue sur F est la variété de Severi-Brauer associée à l'algèbre à division D. 
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2.4. Formules explicites pour l'application des périodes et applications. — Nous don- 
nons dans cette section des formules explicites pour l'application des périodes en utilisant la 
théorie des displays de [29]. Ces formules sont plus simples à manipuler que celles utilisées dans 
[18] basées elles sur la théorie des quasi-logarithmes. Bien que la théorie de [29] concerne des 
groupes p-divisibles, les résultats de l'appendice B permettent d'étendre celle-ci au cas des O- 
modules formels en remplaçant les vecteurs de Witt par les vecteurs de Witt ramifiés (l'auteur 
n'afRrme pas avoir revérifié chaque démonstration de [29], mais il en a revérifié suffisamment pour 
se convaincre que cela marchait et il invite le lecteur à en faire de même). 

2.4-1- Display universel sur X. — Considérons le module de Cartier (pour la théorie de Cartier 
des C-modulcs formels) sur 0[[xi, . . . , a;„_i]] ayant pour V-base e et comme équation structurelle 



F.e = [xi]e + V[x2\e + 



-ije - 



La loi de O-modulc formel associée est la loi universelle considérée dans [18]. Ce module de Cartier 
provient d'un O-Display (P, Q, F, V~^) où 



P = L®TT=<€i> L =< £2, 



^LQlwoT 



Iwo désignant l'idéal d'augmentation des vecteurs de Witt, T est un relèvement de l'espace tangent 
et la matrice de F © dans la base {ei)i est 





[X2] ■ 


• [a^ri-l] 


1\ 


1 


. 











1 

















V 




1 


0/ 



e GL„ M^o(0[[a:i,...,a:„-i] 



Cette matrice s'écrit 





[xi] . . . [a::„_i]\ 









In-l 


Vo 





/o 
1 



V 



i\ 





1 0/ 



comme dans la formule (86) page 174 de [29], où la matrice de droite est ici la matrice du cristal 
généralisé (cf. la section B.8 de l'appendice B) du O-modulc formel H que l'on déforme. La matrice 
de l'opérateur F s'écrit alors 



([Xi] ■k[x2] 

1 

TT 







v 



2-4-2- Formule pour l'application des périodes. 



1T[Xn-l] 7r\ 



TT 

Notons 



0/ 



A 



( X\ TTX2 

1 

TT 




TTXn-1 7r\ 






12 



LAURENT FARGUES 



la réduite modulo l'idéal d'augmentation de Wo de la matrice précédente et Vi G N A^"^ ^ la 
matrice obtenue en remplaçant Vfc Xk par xf . Soit 



k 

fo 
1 



B 



7r\ 




la matrice de l'opérateur F du cristal de H. Alors, d'après la proposition 71 de [29] 
(3) lim (l,0,...,0).ylyl('^)...^('^'"')B-''^ 

k — >+oo 

existe dans r(X'''^, O^rig)" oià l'anneau r(X'"*^, Ox"s) est muni de sa topologie de Frechet usuelle 
de la convergence uniforme sur toutes les boules fermées de rayon plus petit que un. Notons 
(/o, . . . , /n-i) cette limite. Il s'agit également d'une limite au sens de la topologie (xi, . . . , x„_i)- 
adique. Plus précisément 

(/o, . . . , fn-i) = (1,0... 0).A . . . A^-'-'^B-^ mod (xf , . . . , x^i) 

On peut également récrire la limite précédente sous la forme 

lim 7r-'("-i) (1, ... 0) AA^"'^ . . . A^"'"''^ 

l — ^+oo 

Alors, toujours d'après la proposition 71 de [29], 

Ti"! = [./o : ■ • ■ : /n-i] 

et on peut récrire 

Tfi = lim [1:0: ...■.0].AA^''K..A^'''"~'^ eV"-^(r{X"s,Ox^.,)) 

qui exprime tti comme une limite d'orbite "cr-linéaire" dans P"~i sous l'action de A S PGL„. 
Exemple 2.2. — Lorsque n = 2, si 

< ai, . . . , >: 



1 



ai 



a2 + .. 



alors TTi = [1 : f{x)] où 



/ = lim < 

k — »+oo TT 



■2k-l X^ 



,x\-> 

TT 



2.4-3. Application : généralisation d'un théorème de Gross-Hopkins. — Nous généralisons ici le 
corollaire 23.15 de l'article [18] en utilisant les formules précédentes. Ce théorème a déjà été obtenu 
dans [28] en utilisant les quasi-logarithmes et n'est donc pas nouveau. 

Théorème 2.3 (Yu). — Le morphisme tti induit un isomorphisme entre les ouverts admissibles 



{ (xi, . . . , Xn-i) G I VI < i < n VO < j < n - 1 



l-v{x,) v{xj) 



< 



} 



et 



{[wq: Wn-i] G P" I Wo 7^ et VI < i < ri VO < j < n - 1 



l-v{wi) v{wj) 



< 



} 



où on a posé Xq — tt, Xn — 1, Wn ~ 1,wq ~ TT etyi < i < n—1 Wi 



De plus sur ces domaines 
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Démonstration. On utilise la formule limite (3) pour l'application des périodes. Remarquons 
qu'avec les notations de la sous-section précédente A = CB oii 



C = 



(l 


Xi ... Xn-l\ 









In-1 







et que donc, si l'on pose 



alors on a la formule de récurrence 

r{k+l) 



{fl,'\...,fi%).B'^A^'^''^B-'-' 
= {t\...jl'2,).B'^C^^''^B-' 
où k ~ an + b, b Cz {0 , . . . , n — 1} . On en déduit les formules de récurrence suivantes : 



Sife = 



Vi > /, 



(fc+i) 







(fe+i) 



Si 6 ^ 0, en posant xq = 1 et Vi G Z Xi ~ Xj où j = i mod n, j G {0, . . 



,n-l} 



-1 si i = 
a{b,i) = <( si l<i<6-l 

-1 si 6+l<î<n-l 



Pour un e tel que < e < 1 et pour ime fonction g G Ô[[a;i, . . . , a;„_i]][i] posons 

V,{g) = sup { v{g{xj) \ x G VI < z < n VO < j < n - 1 ^if^^ < } 



9" (9* - 1) 



Il suffit de montrer que 



V.if^"^ - 1) > 
et VI < i < n ^ - X,) > V,ix,) 



Ve Vfc > 



(Ô étant de valuation discrète cela implique qu'il existe a > tel que Vfc > - 
Xi) > a + V^{xi)). Cela ne pose pas de problème en utilisant les formules de récurrence données 
précédemment. □ 

Remarque 2.4- — L'ouvert admissible précédent est l'ensemble des points x G X"^ où le poly- 
gone de Newton de Hx[tt] de pentes Ai > • • • > A„ vérifie 

Al 



< A„ 



ou encore les valuations des éléments de H^tt"^] \ Hx\tt\ sont strictement plus petites que celles de 
H^-k]. Cela se déduit des égalités 

Al = sup{— ^ 1 < z < 71} et A„ = inf{— ^ < j < 71 - 1} 

g' — 1 g" — gJ 

Il s'agit en fait d'un domaine fondamental "ouvert" pour les isogénies déformant une puissance de 
TT i.e. pour les opérateurs de Hecke non-ramifiés de degré un multiple de n, le domaine fondamental 
de Gross-Hopkins défini dans la section suivante étant quant à lui un domaine fondamental pour 
les isogénies quelconques i.e. tous les operateurs de Hecke non-ramifiés. Partant de ce point de vue 
on donne une autre démonstration plus conceptuelle d'une partie de ce théorème dans la section 
4. 
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Plus généralement dans l'article [11] nous étudions plus en détails l'application des périodes en 
dehors de cet ouvert admissible comme dans [28]. 

3. Domaine fondamentale de Lafaille/Gross-Hopkins ([18]) 
Définition 3.1. — Posons 

P = {x G X"^ I VI < i < n - 1 v{xi) > 1 - - } 

n 

un ouvert admissible quasi-compact dans la boule unité ouverte de dimension n — \. 

Après extension des scalaires à ^'(Tr^/") l'espace V devient isomorphe à la boule unité fermée 
de rayon 1 et de dimension n — 1. 

Remarque 3.2. — Le domaine T) admet la description intrinsèque (i.e. indépendante du choix 
de coordonnées) modulaire suivante : 

2? = G X"^ I polygone de Newton de Hx\ti\ est > à celui de la figure 3 } 

En particulier il est stable sous puisqu'il ne dépend pas de la déformation p mais seulement 
de la classe d'isomorphisme de H^- 

k 
1- 



i 

1- — 
n 



1 q q" 

Figure 3. Le polygone de Newton bordant le domaine fondamental de Gross-Hopkins 

Rappelons la proposition suivante qui est un cas particulier du théorème 2.3 : 

Proposition 3.3 (Gross-Hopkins [18]). — Le morphisme étale tti restreint àT) induit un iso- 
morphisme entre V et l 'ouvert suivant 

7fi(2?) = {[yo:...:2/„]|Vi v{^)>l--} 

2/0 n 

Pour toute extension valuée L\F les fibres du morphisme tti sur les L-points correspondent aux 
O-modules 7r-divisibles isogénes via une isogénie déformant une puissance de tt en fibre spéciale. 
Cependant il existe des points distincts de V correspondant à des O-modules 7r-divisibles isogénes 
via des isogénies déformant une puissance de H, ce que précisent les définitions et propositions 
suivantes. En d'autres termes on cherche à comprendre comment se recolle T) avec ses itérés sous 
les correspondances de Heckc sphériqucs. 

Définition 3.4- — Pour 1 < i < n 

d{D 

un domaine de Laurent dans P. 

Remarquons que sur diD le polygone de Newton de Hx['k\ possède un point de rupture en g* ce 
qui correspond à un l'existence d'un cran de rang i dans la filtration de ramification du schéma 
en groupes H^-k] ou encore à l'existence d'un sous-groupe canonique "généralisé" . 




1 posons 

{xcV\ v{x^) f - - } 
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Proposition 3.5 (Faltings). — Soient x S 2?, S et f : iï^ H^' une isogénie qui n'est 
pas un isomorphisme et qui ne se factorise pas par la multiplication par tt. Le points x[ appartient 
à V ssi 3i X G diD et / est une isogénie de noyau le sous-groupe de rang i de Fx[7r] formé des 
q^ -points de plus grande valuation (un sous-groupe canonique généralisé). 



H2 est une isogénie entre 



Démonstration. 

Rappelons que si L\F est une extension valuée complète et ip : Hi 
deux O-modules 7r-divisibles formels de dimension 1 alors 

yx e Hi{Ol) v{ip{x)) ^ Y, v{x-a) 

Supposons que x G diD et soit / : Hx_ H^' l'isogénie définie par le quotient des g*-points de 
plus grande valuation. Notons Ai > • • • > A„ les pentes du polygone de Newton de iî^[7r] (Afe est 
la pente entre les abscisses g'^"^ et q'^). 

Les éléments de H^' [tt] sont de deux types : 

- de la forme /(a) où a G F^[7r] \ker/. Alors, leurs valuations sont (puisque V/3 G ker/ v{l3) > 
v{a)) v{f{a)) = q^v{a) et varient donc dans (g^Ai+i, . . . , (7'A„). 

- de la forme /(a) oii a est un zéro de la série formelle [njp^ — f3 avec /3 G ker / \ {0} et 
désigne une loi de groupe formel associée à H^- Le polygone de Newton de cette série formelle 
est obtenu en prenant l'enveloppe convexe de {0,v{(3)) et celui de [ttJf^ 




Figure 4. Le polygone de Newton de [ttJf^ - /3, v{l3) = Ai 



Mais. sup v{f3) = Ai. Or, — < A„. En effet, 

' ,3ekcr/\{0} 9" 

v{xi) > 1 - - ^ Al < — et w(x„) > - ^ A„ > -— 

n n(q — 1) n n\q^^ — q"- '-) 

Donc, V/3 G ker / \ {0} Newt([7r]F^ — (3) est le segment joignant (0,w(/3)) à (q",0) avec G 

{Al, . . . , Ai} (figure 4). Les valuations des éléments de [7r]p^(ker / \ {0}) sont donc ( — , . . . , — ). 

qri qïi 

Or, — < Xi puisque Ai < — — et l'égalité v{xi) = 1 implique que Ai> — — — rr- 

g" n[q — 1) n n(q^ — q^ ^) 

Donc, 

V/3 G ker / \ {0} Va G [tt] (ker / \ {0}) v{a) < v{P) 
On en déduit que v{f{a)) = q^v{a) qui sont donc les ( , . . . , . ). Or, 

q'K+l >■■■> q'Xn > > • • • > 



Donc, a;' G dn-iD. 
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Réciproquement, soit / : Hx_ — > iîx' une isogénie comme dans l'énoncé telle que a;, x' S V. 
Commençons par remarquer que les analyses précédentes montrent que les valuations des cléments 
non nuls de Hx['ïï^] sont 

Al Al \n 

Al >•••> A„ > — >•••> — >••• > > ■■■> , " ^, 

oîi il y a (g* — g'"!)^"^^"!) éléments de valuations — , . 

qn{k i) 

Soit M = ker /. Notons 

k = sup{j I M[Tr^] ^ Af [tt^-I] } 

Pour j entre 1 et fc notons 

= diniF, M{t:^\IM{'k^-^\ 

On a donc 

Ï7, — 1 > ri > 7'2 > ■ • • > ^fc > 

Posons pour simplifier les notations r = r^. Le Fg-c.v. tt''^^ .M C iîx[7r] est de dimension r. 
Choisissant un drapeau complet de ■k^~^ .M raffinant la filtration de ramification inférieure (celle 
donnée par la valuation) on en déduit que les valuations des éléments de [''^^~^]f^ {M) \ {0} sont 
de la forme 

Aai > • • • > Aq^ 
g— 1 élts. (?""— î""^^) ôlts. 

OÙ Vj Oj > j. Soit M' c iïa;[7r'=+i] un sous-O/^-module tel que M = Af'[7r''] et 7ri\/' = Af. Les 
valuations des éléments de M' \ M sont 

et sont en particulier strictement inférieures à celles des éléments de M. On en déduit que f{M') C 
i/j^/ [tt] est un F^-cv. de dimension r dont les valuations des éléments non-nuls sont 

f4) > . . . > 

^7rk-(r,A — — 



Ç,ife-(riH hr-fc) — — çnfc-(riH hr^) 



(g— 1) clts. {q'^ — Ç^ ^)clts. 

Et que donc 



"6/(A^')\{0} ^ 



1 



< ^ 

— ,^qn+{fe-l)-r 



Mais pour un sous-Fg-ev. TV de H^i [tt] de dimension r on a 

V v(a) > — — 
^ ^ ' ~ nq^-'' 
aew\{o} 
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(5-1) clts. 



> 



E 

Qew\{o} 



> Ab^ sont les valuations des éléments de N 

{q^~q^^^) clts. 

-.r-l\ 



v{a) 



{q-l)Xb,+--- + {q' 



> {q-l)Xn-r+l + --- + {q'' -q'' ^)A„ 



> 



car x' G V 



nq" 



De tous cela on déduit nécessairement que fc = 1. Si de plus il existe un indice j tel que aj > j 
alors les deux inégalités ci-dessus sont strictes. On en déduit donc que Vj Uj = j. □ 

Remarque 3.6. — Dans [11] nous expliquons plus généralement comment construire des do- 
maines fondamentaux comme celui de Gross-Hopkins à partir de domaines fondamentaux pour 
l'action du groupe des rotations engendré par le cycle (1 . . . n) dans le simplexe de sommets 1, . . . , n. 

3.1. Lien entre le domaine fondamental et les points CM.. — 

Proposition 3.1. — Soit E\F une extension de degré n. Il existe une unique classe d'isogénie 
de groupes p- divisible H^, x € X"^ , ayant multiplication complexe par un ordre dans Oe- Les 
représentants de cette classe d'isogénie dans T) sont exactement ceux ayant multiplication complexe 
par l'ordre maximal Oe- De plus les x£ V tels que ait multiplication complexe par Oe forment 
une O^-orbite. 

- Si E\F est non-ramifiée cette orbite est ttO^^^ C P. Le polygone de Newton associé a une 
seule pente. 

- Si E\F est ramifié de degré e > 1 alors cette orbite est contenue dans 

e-l 

fc=l 



Le polygone de Newton a alors comme pentes 

Vfc e {0, . . . , e - 1} Afc/+i = \kf+2 = ■ 

cf. la figure 5 
Démonstration. Facile. 



A 



(fc+i)/-i 



□ 




Figure 5. Le polygone de Newton d'un groupe CM. 



18 



LAURENT FARGUES 



4. Une autre démonstration d'une partie du théorème 2.3 

Soit 

H = {xe I ^ < A„., } 

OÙ Xi^x > ■ • • > ^n.x sont les pentes de 'Hcwt{Hx['ïï]). Il s'agit du domaine fondamental introduit 
dans l'énoncé du théorème 2.3. Nous donnons une autre démonstration de la partie "isomorphisme 
sur son image" du théorème 2.3. Cette démonstration utilise moins de calculs explicites et est 
plus conceptuelle. Cependant elle ne permet pas de démontrer les propriétés "métriques" de 
l'application des périodes, par exemple calculer l'image par celle-ci des polydisques "fermés"inclus 
dans Ti. 



Commençons par un lemme : 

Lemme 4-1- — Soit K un corps value complet non-archimédien et f : X — > Y un morphisme 
étale entre K-espaces analytiques de Berkovich. C'est un isomorphisme sur son image ssi yL\K 
une extension de corps valués le morphisme f induit une injection de X{L) dans Y{L). 

Démonstration. C'est une conséquence du fait qu'un morphisme étale entre espaces analytiques 
est un isomorphisme local ssi il induit un isomorphisme au niveau des extensions de corps résiduels. 

□ 

D'après le lemme précédent le théorème 2.3 résulte de la proposition suivante : 

Proposition — Soit L\F une extension valuée complète. Soient x, x^ G ^(^) t^^s qu'il existe 
une isogénie f : Fx — >■ Fx' déformant une puissance de ir. Alors x = x' . 

Démonstration. Commençons par constater que Va; € Ti.{L), si Ai > . . . A,i sont les pentes de 
Newt(iî^[7r]) alors les valuations des points de HxiTr] \ {0}, iîx[7r^] \ iî^[7r], . . . , iî^[7r'=] \ Hx[7t''~^] 
sont "strictement ordonnées" et valent 

Ai>--->A„>4>--->^>--->^>---> ^" 



qn — — g" q{k~l)n — — q{k-l)n 

Reprenons les notations de la seconde partie de la démonstration de la proposition3.5 : on considère 
/, M, M'... on obtient alors d'après la formule 4 qu'il existe des éléments dans H^'Itt] de valuation 

A,, 



çnfc-(riH hi-fc) 



pour un i G {1, . . . ,n} 



011 rappelons que 1 < rk < ■ ■ ■ < ri < n ^ l. Par hypothèse 

n|ht/ = ri H h 

Donc, 

nfc — (ri + • • • + Tfe) = n{k -) > n 



On en déduit que 
Mais on vérifie que 



qnk-(ri-\ hi-fc) qii 



>fc(l-2^) = i>0 



et A, > 



q 



- 1 
1 



qn-i(^qn _ 1) 



□ 



Remarque 4-3. — Dans [11] nous donnerons une démonstration conceptuellement plus satis- 
faisante de ce théorème basée sur de la combinatoire dans un appartement de l'immeuble de 
Bruhat-Tits de PGL„(f'). 
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5. L'espace des paramètres de la décomposition cellulaire 

Il s'agit de l'espace y. GL„(i^)-équivariant qui va indexer les cellules et qui est l'immeuble 
de Bruhat-Tits noté I du groupe p-adique suivant sur F 

oià agit diagonalement via z i— > zld dans GL„(i^) et z i-^ dans . Il admet la description 
concrète suivante : 

X = { (A, M) }/ - où (A, M) - (ttA, tt-^M) 

avec A un réseau dans F" et M un réseau Ou-stable dans D. On notera [A, M] la classe de (A, M). 
En d'autres termes 

X = X(GL„ Y.D'^)I-K^ 

avec 

- X(GL„) = { réseaux A dans le module de Tate } 

- X{D'^) ~ { cristaux M dans le module de Dieudonné rationnel Dc)(EI)[i] } 

- L'action de tt sur le module de Tate est la même que celle de 7r~^ sur le module de Dieudonné. 
On ne considérera pas toute la structure simpliciale de cette immeuble (i.e. pas toutes les relations 
d'incidence) mais seulement les arêtes orientées suivantes : 

Définition 5.1. — Soient a, a' e I. On note 

a — > a s'il existe des représentants a = [A, Af] et a = [A', M] tels que 

A' g A £ TT-^A' et M' = n-[^^^'lM 

Définition 5.2. — L'action de GL„(i^) y. sur I sera 

V((7, d) e GL„(F) X (g, d).[K, M] = [g-^A, d.M] 

6. Les cellules rigides en niveau fini 

6.1. Digression philosophique. — Supposons que l'on veuille reconstruire GL„(i^) à partir 
de l'immeuble GL„(i^)/GL„(C'i?) et de la cellule à l'origine GL„(C'i?) (cette situation correspond 
à l'espace de Rapoport-Zink des déformations du groupe étale {F/Op)")- Cela n'est pas possible! 
En effet, pour g G GL„(F) les groupes gGL„(C'F)g~^ et GL„(C'i?) sont isomorphes mais non- 
canoniquement, cela dépendant du choix de g qui n'est pas canoniquement déterminé. Cependant 
on peut reconstruire GL„(F) à partir de l'immeuble de GL„ et des cellules Isoo^ (A, O^) pour A 
un réseau de i^", cellules qui sont des GL„(Oi?)-torseurs non canoniquement triviaux. Un élément 
g G GL„(_F) induit un isomorphisme entre la cellule indexée par A et celle indexée par 5. A, d'oii 
une action de GL„(F) sur l'union disjointe de ces cellules. On a alors la décomposition cellulaire 
GL„(i^ )-équivariante indexée par l'immeuble 

[Jlsoo,(A,OJ) ^GL„(F) 

A 

Pour un sous-groupe compact ouvert K dans GL„(Oi?) on peut reconstituer cellulairement une 
partie de l'espace GL„(F)/i^. Plus précisément soit A C GL„(F)/GL„(Cf) un sous-ensemble fini 
tel que VA £ A K c GL(A) i.e. K stabilise A. On peut pour A G A définir une cellule en niveau 
K : Isoop{A,0'^)/K où K agit sur A. Alors, 

l[ lsooA^.Ol)/K ^ {gK G GU,{F)/K \ gGL^iOp) e A } 
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6.2. Structures de niveau. — 

Définition 6.1. — Soit H le groupe p-divisiblc universel au dessus de M. Poiu- A un reseau de 
F" et K C GL„(F) un sous-groupe compact ouvert tel que K stabilise A on pose 

Ma.k = Isomo(7r-"A/A, iï[7r"]"f pour n » 

comme faisceau étale quotient au dessus de Al . Il est représenté par un espace rigide étale fini au 
dessus de M.. 

Soit U un espace rigide quasicompact. On notera {I,p,r]) pour une section de Ma,k sur U. 
Cela signifie que l'on se donne un modèle entier U de U 

U"3 ^ U 

puis une section 

qui définit un élément de s € M{U) et enfin une section ?/ du produit fibré du diagramme suivant 

Ma^k 

S 

U 

que l'on notera parfois en 

rj:A^T,{I) [K] 
une structure de niveau K sur la fibre générique de /. 

Exemple 6.2. — L'espace noté M.k dans [24] avec K C GL„(C'f) n'est rien d'autre que Mo^.k- 
Bien siir Ma,k — Mk' pour un K' C GL„(Of), mais non-canoniquement. 

Lorsque A est fixé et K varie on obtient ainsi une tour d'espaces rigides dont les morphismes 
de transition sont étales finis et qui est munie d'une action de GL(A) x . 

6.3. Fonctorialité de Hecke des Ma.k- — 

6.3.1. Première fonctorialité. — H y a des isomorphismes canoniques 

Vg e GL„(F) VA V/v c GL(A) g : Ma^k Mg-iA,g-^Kg 
définis de façon modulaire par 

{I, p, '?) ' — ' {I, p, V ° g) 

6.3.2. Seconde fonctorialité. — 

6.3.2.1. Cas général : — Il s'agit d'isomorphismes 

VA, A' VA' c GL(A) n GL(A') Mk^k ^ Mk^^k 

définis de la façon suivante. Soit l] un espace rigide quasicompact et {I,p,7]) £ M.a,k{U) oh 
U = U"^ et (/, p) e M{U). Soient n e N et G Z tels que 

A c TT^A' c 7r-"A 

La structure de niveau rj induit 

7r-"A/A ^ /[tt"] mod K 

(on entend par là une section du faisceau étale quotient Isomc)(7r~"A/A, /[7r"]'"'s)/ii'). Le sous- 
O-module tt^A'/A C 7r~"A/A est stable sous l'action de K . Il existe donc un unique sous-espace 
rigide en groupes fini localement libre sur U , 

J C /[7r"]'''3 
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tel que le diagramme suivant commute 

TT^A'/A ■ 



Dd K 



7r-"A/A ■ 



■/[Tr"]"^' modK 



D'après la section 5.4 de [25] il existe un éclatement formel admissible U — > U donne par certains 
idéaux de Fittings, induisant donc un isomorphisme U"^ U"s ^ tel que si J désigne l'adhérence 
schématique de J dans /[tt"] XuU alors J soit un sous-groupe fini localement libre de /[tt"] XyU. 
Par adhérence schématique on entend la chose suivante : si X C ©/[^njr-ig est l'idéal cohérent 
définissant J comme fermé dans /[tt"]^*^. si 

sp:/[7r"]"f ./[tt"] XuÙ 

est le morphisme de spécialisation associé au modèle formel /[tt"] xuU alors 

'^=Spf(o,[,„],^s/(.p.xno,[,„j,^£,) 

Alors, le morphisme À4a.k — ^ ,k est défini par 

(/, p, 77) ^ (/ Xu Ù/J, q o po ,/) 
oîi p est le changement de base de p sur U kU, 

q : I XuÙ ^ I xyU/J 
et 77' fait commuter le diagramme suivant 



A' 



A' 



■Tp{I/J) i-nodK 



■Tpil) 



mod K 



Exemple 6.3. — Si X et g ^Kg sont contenus dans GL„(C') le morphisme classique (section 
5.43 de [24], section 2.3.9.3 page 39 de [15]) définissant les correspondances de Hecke 

Mk Mg-lKg 

n'est rien d'autre que le composé des deux fonctorialités précédentes 



Mk = Mao^k 
où on a posé Aq ~ O". 



M 



M 



Ao,g-^Kg 



= M 



Kg 



6.3.2.2. Cas des sous-groupes de congruence principaux : — Dans le paragraphe précédent faisons 
de plus l'hypothèse que : 

K C Id + 7r"End(A) et A C tt^A' C 7r-"A 



Alors, dans la définition du morphisme 



M 



A,K 



M 



A'K 



il n'est pas nécessaire d'effectuer l'éclatement U — > U. En effet, A^id+7r"End(A) possède un modèle 
entier défini en utilisant des structures de niveau de Drinfeld (cf. la section IL 2 de [17]). On conclu 
alors grâce au lemme clef suivant : 

Lemme 6.4 (lemme II. 2. 4 de [17]). — Soit H un O -module formel de dimension 1 et hauteur 
h sur un O-schéma S muni d'une structure de niveau de Drinfeld 
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Soit AI C {tt~^ O / O)^ un s ous-O -module. Il existe alors un unique sous-groupe fini localement 
libre G C iï[7r"] tel que Vm € M r]{m) € G{S) et les {r]{m))mi£M forment un ensemble plein de 
sections de G au sens de Katz-Mazur. 

Remarque 6.5. — Le cas des sous-groupes de congruence principaux est suffisant pour définir 
le morphisme Ma.k — > Ma'.k en général. En effet, V/\ C GL(A) n GL(A') 3Ki <l K vérifiant 
les hypothèses de ce paragraphe. On peut donc définir le morphisme Ma.Ki — ^ -Ma'.Ki comme 
expliqué ci-dessus en utilisant les structures de niveau de Drinfeld, vérifier que ce morphisme est 
iiT-équivariant puis définir À4a.k — * Ma'.k comme 

Ma^kJK^Ma',kJK 

6.4. Les cellules. — 

Définition 6.6. — Soit [A, Af] e X et ii' C GL„(_F) un sous-groupe compact ouvert tel que K 
stabilise A. On pose 

'^lA,Ai],K — domaine fondamental de Gross-Hopkins dans la fibre générique de l'espace 
des déformations {II,p) de H par des quasi- isogénies de hauteur [M : Od] 
+ une structure de niveau K,r] : A TpH [K] 
Plus précisément, soit k = [M : On] et 

l'ouvert admissible quasicompact dans Ai^''^ où le polygone de Newton de la multiplication par n 
sur la loi de groupe formelle universelle est au dessus de celui de la figure 3. Alors T>ia,m],k est 
défini par le diagramme cartésien suivant 

2?[A,A/],if^ ^-^a'x 

Remarque 6.7. — Si K C GL(A) et g e GL„(F) sont tels que .g^^A = Op il y a alors un 
isomorphisnie 

g X : V[A,MIK ^ Vg-iKg c A^!,°liKg 

011 T>g-iKg est le revêtement étale fini au dessus de T> défini en mettant des structures de niveau 
g~^Kg. Cependant cet isomorphisme n'est pas canonique puisqu'il dépend du choix de g. 

Le premier type de fonctorialité définie dans la section 6.3.1 induit une action naturelle de 
GL„(F) X sur les cellules de façon compatible à son action sur T : 

y{g,d) e GL„(F) X D"" g x d : V[a,m],k '^[g-^A.d.M],g-^Kg 

6.5. Bord des cellules. — 

Définition 6.8. — Soient [A, M] e X et tel que K C là + TrEndo^, ( A) . On définit pour 
1 < î < 71 — 1 les ouverts admissibles quasicompacts (des domaines de Laurent) diDYA,M\,K de 
T^[A,M],K par le diagramme cartésien suivant 

CliD[A,M],K'^ *- 'D[A,M]J< 



diT>[A,M],GL{A)'~ ^ 'D[A,M],GL{A) 

OÙ 'C[A,M],GL(A) est la cellule sans structures de niveau notée 

j)[[M:Od]] dans la définition 6.6 et 
l'ouvert di est défini de façon modulaire en termes du polygone du Newton de la série formelle 
[njpuniv comme dans la définition 3.4. 
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Lemme 6.9. — Soient 3 un schéma formel admissible sur Spf{0) et H un O -module -n-divisihle 
formel de dimension 1 et hauteur n. Supposons H muni d'une structure de niveau de Drinfeld 

7] : TT^^A/A — > H[tt] 

Soit i un entier tel que 1 < î < n — 1. Supposons que Vx G 3"" le polygone de Newton de la 
multiplication par tt sur une loi de groupe formel associée à possède un point de rupture en g* . 
La donnée rj induit un scindage de l'espace rigide 

y = W {y)E 

ECtt-I A/A 

où Ç5"^)e = {x g "5"^ I Tlx{E) C HxI'k] est un sous-groupe canonique de rang i}. 

Démonstration. Soit 3"" l'espace de Berkovich fibre générique associé à 3- On a 

(3«")^ = {xe |3""| \ e^-^KIK\E v{t^,{x)) > v{ri,{x'))} 

qui définit bien un ouvert de 3"" car localement sur 3, si l'on fixe une loi de groupe formel 
Spf(03[[T]]) H alors G 7r~^A/A ii{w) G ©3 et la valuation de r]{w) est donnée par la 
valuation de cet élément de Oz. □ 

Remarque 6.10. — Le lemme précédent est une version rigide de "l'astuce de Boyer" (cf. [17]). 

Proposition 6.11. — Les bords des cellules se scindent de la façon suivante 

diD[f^^M],K = Y\. di.E'L>[K,M],K 

ECx-lA/A 
rg E = i 

où E est un sous-¥q-ev. de tt^^A/A de rang i et di^E'D[A,M],K est l'ouvert admissible de di'D[A^M],K 
où ri(E) C H[TT]ri est l'ensemble des q^-points de plus grande valuation (un sous-groupe canonique 
généralisé). 

Démonstration. Cela résulte de ce que sur diD le polygone de Newton de [TrJ^uTiiu possède un 
point de rupture en g* et du lemme précédent. □ 

Remarque 6.12. — Bien sûr cette décomposition en niveau K est obtenue par image réciproque 
de celle en niveau Id + 7rEnd(A). 

Remarque 6.13. — On vérifie que tout cela ne dépend que de [A, M] i.e. il y a des isomorphismes 
canoniques di^E'L>iAM],K ^ 5,.^_EÎ?[^A,7r-iA/],if- 

L'action de GL„(i^) x conserve le bord des cellules en permutant les composantes indexées 
par les sous-espaces E -.Mg G GL„(i^) g : di^E —* dig-iE- 

6.6. Donnée de recollement. — Soit p : tt^^A tt^^A/A. Supposons de plus que K C 
Id + 7rEnd(p^^(iJ)). Le quotient par le sous-groupe canonique généralisé rj{E) induit alors une 
immersion ouverte 

di,E'L>[A^M],K ^ T^[p-^(E),Yl-^M],K 

OÙ le provient de ce que le quotient par le sous-groupe canonique est une déformation de 
FroVq. Ce morphisme est induit par le second type de fonctorialité de la section 6.3.2 restreint à 
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6.7. Réécriture en termes des arrêtes orientées de l'immeuble. — Soit a > a' une 
arrête orientée de T avec a = [A, AI] et a' — [A', M'] tels que 

A g A' £ TT-^A et M' = n^^'-^'hi 

Définition 6.14- — Supposons que K cld + 7rEnd(A) n Id + 7rEnd(A'). On pose 

oîi i = diniFgA'/A 

Il y a alors deux immersions ouvertes 



oîi l'application de gauche est l'inclusion canonique et celle de droite est celle définie en 6.6. 
Remarque 6.15. — On peut montrer que la seconde application induit un isomorphisme 

(cf. la section sur les modèles entiers oii tout cela est démontré plus généralement sur les modèles 
entiers) . 

Bien sûr toutes ces applications sont équivariantes sous l'action de GL„(F) x 13^ au sens où il 
y a des isomorphismes se composant naturellement 

V(,g, rf) G GL„(F) X 1)a^a',K > '^{g,d).a->{g,d).a',g-^Kg 

et compatibles aux deux immersions ouvertes ci-dessus. 

7. Décomposition cellulaire des espaces rigides en niveau fini 

Soit j4 C X un sous ensemble d'image finie dans X(PGL„) = X(GL„)/7r^ et d'image X{D^)/7t^ 
(~ Z/nZ) sur la seconde composante. Soit K C GL„(_F) un sous-groupe compact ouvert tel que 
V[A, M] € Aie groupe K stabifise A et if C Id-|-7rEnd(A) (l'image de A dans X(PGL„) étant finie 
il existe toujours un tel K). 

Considérons le diagramme d'espaces rigides fibré au dessus de l'immeuble X : 



A,K 



défini par les deux appfications de faces de 6.7. Celui-ci est GL„(f ) x équivariant pour des A 
et K variant (le diagramme associé k A et K est envoyé naturellement sur celui associé à {g, d).A 
et g-^Kg). 

Rappelons que l'on note Mk '■= -Mo^.k l'espace de Rapoport-Zink usuel. L'application na- 
turelle définie par le second type de fonctorialité A4a k *■ induit un morphisme Xq a k — * 

Mk. 

Proposition 7.1. — L'image de Xq,a,k dans A4k est un ouvert quasicompact Ua,k et la suiv- 
ante est exacte dans la catégorie des espaces rigides 

Xi^A,K ^ Xo^A,K ^ Ua,k 

Ces suites sont GLn{F) x -équivariantes lorsque A et K varient. De plus lorsque A grandi et 
K est de plus en plus petit les Ua,k recouvrent toute la tour de Lubin-Tate au sens où les deux 
ind-pro systèmes d'espaces rigides (Ua,k)a,k et celui des ouverts de Mk d'image quasicompacte 
dans Mk/t^^ pour K variant sont équivalents. 
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Démonstration. Les applications étant toutes des unions disjointes d'immersions ouvertes d'es- 
paces quasi-compacts il suffit de vérifier ces assertions au niveau des points ce qui résulte du 
corollaire 23.26 de [18] et de la proposition 3.5. □ 

Exemple 7.2. — Si ^ est l'image réciproque d'un sous-ensemblc fini B de X(PGL„) alors l'ensem- 
ble B définit un sous-ensemble de correspondances de Hecke sphériques de GL„(F) et Uaj< 
est l'image réciproque dans Mk de l'itération par ces correspondances sphériques de l'ouvert 
î? C [°1 , un ouvert de M . 

Remarque 7.3. — Bien siir on peut écrire les relations d'incidence supérieures en termes de 
facettes orientées ai ^ . . . ^ de l'immeuble et de cellules 'Daj^^...—,aa,K- 

Application Cohomologique. — Dans cette section la cohomologie étale à support compact 
des espaces rigides désigne celle définie par Huber. Pour Mk elle coïncide avec celle définie par 
Berkovich. Cependant ce n'est pas le cas pour les UA,KiT^a.K--- 

Corollaire 7.4- — Pour A un anneau de i-torsion ou bien K — il y a des isomorphismes dans 
la catégorie dérivée GLn{F) x x Wp-équivariante-lisse 

lim RTc{Mk,^)^ lim RTc{Ua,k,^-) 

K A,K 

km RTciMK,^)^ lim RTc{X,^A,K,h) 

K A,K 

où X, A,K désigne le diagramme d'espaces rigides de type le diagramme des facettes orientées 
ai —f . . . —I- Od défini précédemment (remarque 7.3) (cf. thèse Illusie tome II pour la cohomologie 
des diagrammes de topos, ici la cohomologie à support compact désignant la cohomologie de j\A 
où j désigne l'inclusion de X,^a,k dans le diagramme compactifié universel d'espaces adiques 
construit par Huber ([19] théorème 5.1.5). 

Remarque 7.5. — La deuxième égalité dans le corollaire précédent fournit des résolutions 
équivariantes de la cohomologie à support compact de la tour de Lubin-Tate par des induites 
compactes de la cohomologie des cellules et de leur bord. 



8. Modèles entiers des cellules 

8.1. Niveau fini. — 

8.1.1. Préliminaires. — Rappelons qu'un (5-schéma formel admissible est un (5-schéma formel 
quasi-séparé de type fini sans 7r-torsion. 

Proposition 8.1. — Soient X un O-schéma formel admissible normal (cf. appendice A. 2) et 
G un groupe p-divisible sur X muni d'une action de O. Soient A un O-module libre de rang n, 
Xk — > X"^ l'espace classifiant des structures de niveau K 

77 : A ^ Tp(G"9) [K] 

et Xk la normalisation de X dans X^ (cf. appendice A. 3). Alors, Xk représente le fondeur F 
défini sur la catégorie des O-schémas formels admissibles normaux au dessus de X défini par 

FO) = { structures de niveau K rel. à A sur {f*G)"^ } 

Démonstration. C'est une conséquence de la propriété universelle du normalisé, cf. l'appendice 
A.3. □ 

Remarque 8.2. — Si G est un groupe de Lubin-Tate et K C Id + 7r'^End(A) alors sur Xk le 
groupe G est muni d'une structure de niveau de Drinfcld de niveau k. C'est une conséquence 
du fait que l'espace classifiant des structures de Drinfeld de niveau k est fini au dessus de X, a 
même fibre générique que Xk (en fibre générique toutes les définitions des structures de niveau 
coïncident) et est donc en dessous du normalisé. 
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Proposition 8.3. — Soit V un polygone de Newton i.e. la donnée pour i entre 1 et n — 1 de 
nombres rationnels ai, < < 1, tels que le polygone commençant en (0,1), passant par les 
{(f,ai) et finissant en ((7",0) soit convexe. Le Joncteur défini sur la catégorie des O-schémas 
formels admissibles normaux qui à 3 associe l'ensemble des classes d'isomorphismes de couples 
{H,p) où H est un O-module formel et 

p : H Xjp; 3 mod p — > H mod p 

une quasi-isogénie de degré tels que 

\fz e 3"^ Newt{H[7:],) > V 

est représentable. 

Démonstration. Soit X = Spf((5[[a:i, . . . ,x„_i]]) l'espace de Lubin-Tate. Pour x_ e X"^ 

Newt([7r]F^) >V <^yi v{x^) > 

Si ai — oià ai , 6i e N soit 
h 

2} = Spf (O < xi, . . . ,x„_i,Ti, . . . ,T„_i > /(x^ - Tr'^^T,), 
Alors gjnormaiisc ^Qj^viQ^^^ cffct, si 3 cst normal et {H, p) est définie sur 3 3!/ : 3 — > ^ tel que 

Si de plus Vz e 3"^ Newt(iî[7r]^) > V alors 

puisque 3 est normal (cf. appendice A. 2). Et donc 3 — * ^ se factorise en 



2) 



normalise 



■2) 



oij la flèche en pointillés résulte de ce que 3 est normal. □ 
8.1.2. Modèles entiers des cellules 'D^/y M],K- — 

Proposition 8.4. — Soit (A, A/) dans l'immeuble de GEn^^D^ . Soit K C GL{A) un sous-groupe 
compact ouvert. Le foncteur qui à un O-schéma formel admissible normal 3 associe les classes 
d'isomorphisme de triplets (H^p^rj) où H est un O-module formel sur 3, p une rigidification de 
degré [M : Od] et rj une structure de niveau K relativement à A sur Tp{H"^) tels que 

Vz G 3^*^ Newt{H[K]z) > le polyogne de Gross-Hopkins 
est représentable. De plus il ne dépend canoniquement que de la classe [A, M] dans T. 

Démonstration. C'est une conséquence des deux propositions précédentes, puisque quitte à 
translater par une puissance de H on peut supposer que la rigidification est de degré 0. 

Quant à la dernière assertion, il suffit de constater que l'application naturelle (iî, p, r\) ^ 
(iï/iî[7r], p o h, h^, o rj) où h : H H/H[k] induit un isomorphisme canonique entre le foncteur 
associé à (A, M) et celui associé à (tt'^A, ttM). □ 

Définition 8.5. — On note D^a.a/j.a: le O-schéma formel admissible normal défini dans la propo- 
sition précédente. 
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Il y a des isomorphismcs naturels 

V(.g, d) e Ghn{F) X D"" g X d : BfA^jj ^ ^lg-^A,d.Mlg-^Kg 

via 

{H,p,Ti) I — > {H,po d^^,rio g) 
Remarque 8.6. — On peut calculer explicitement I[Î[a,m],gl(A)- H s'agit de 

Spf(Ô <xi,..., x„_i, Ti, . . . , T„_i > /{x1 - ^"-'TO)'™"^" 

L'algèbre le définissant est engendrée par l'algèbre O < xi, . . . , x„_i, Ti, . . . , r„_i > / (x" — 7r"~'Ti) 
à laquelle on a rajoutée les 

Il est de la forme T\ (avec les notations de [8]) où T est la variété torique formelle (le complété 
TT-adique d'une variété torique sur Ô) 

T = Spf(Ô < a:,,T,,Z > /(.< - ^«-'y^)) normalisé 

avec A = Z, Ta = V{X-tt). 

8.1.3. Bord des cellules. — 

Proposition 8. 7. — Pour i un entier vérifiant l < i < n — 1 on note 

di^[A.M].K ^ ^IA,M],K 

le sous-foncteur de ID)[A,j\f],A' défini par l'ensemble des (H,p,ri) tels que pour tout z G "i"^ le 
polygone Newt(}l\K\z) passe par le point {q\ 1 ). Ce sous-foncteur est un ouvert de ^[a,m],k- 

Démonstration. Avec les coordonnées explicites choisies sur les espaces de Lubin-Tate dans la 
démonstration de la proposition 8.3 , celui-ci est défini par l'inégalité v{xi) > 1 — ^ sur l'espace 
rigide et est donc l'ouvert T!; 7^ avec les notations de la proposition 8.3. □ 

Remarque 8.8. — Bien siir cet ouvert est obtenu par image réciproque de son homologue en 
niveau K = GL(A). 

8.1.4. Décomposition du bord. — 

Lemme 8.9. — Soit X un schéma formel admissible quasicompact normal tel que 
Il existe alors des modèles entiers Ui , U2 de Ui et U2 tels que 
Démonstration. Le schéma formel X étant admissible 

r(x"^o^,.,.,)-r(x,03e)[-] 

TT 

et donc la fonction rigide valant sur Ui et 1 sur U2 définit un élément e de r(X, C'x)[7] vérifiant 
= e. Mais X étant normal r(X, O^) est intégralement fermé dans r(X, C'3e)[;^] (Fait 5 de 
l'appendice A). Donc e G r(X, Ox). □ 

Corollaire 8.10. — Si K <Z Id+ TTEnd{A) il y a une décomposition 

C>i'^[A,M],K = Y\. t^^^DjA^/Jj^ 
BCtt-iA/A 

OÙ di_E^[A,M],K représente les {H,p,ri) dans âiD[A.j\/].iï ^e^s qu'en tout point de la fibre générique 
rj{E) soit le sous-groupe des q^ -points de plus grande valuation dans H[n]. 
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Remarque 8.11. Plus gcncralcment, soit i = (0 < îi < • • • < ir < n) et d^[\,M\.K — 

r 

n d^ni^f,^M],K- Alors, 

a=l 

âjD[A,A/],X = ||t)i,g'lD'[A,Af],i<- 
E' 

OÙ E' parcourt les drapeaux de Fg-e.v. dans tt^^A/A de "type" i (i.c. C ■ ■ ■ C avec 
diniF, E"' = la) qui correspondent via rj à des drapeaux de sous-groupes canoniques dans -ff [tt]. 

8.1.5. Applications de recollement. — 

Proposition 8.12. — Soient [A, M] E T et E C 7r~^A/A de dimension i. Si p : tt^^A 
TT^^A/A, si 

K C {Id+TTEnd{K)) n {ld+7:End{p-\E))) 

il y a un isomorphisme 

induit par le quotient par ri{E). 

Démonstration. D'après la remarque 8.2, sur '^[a,m\,k le O-module formel universel H possède 
une structure de niveau de Drinfeld de niveau 1 étendant la structure de niveau 77 sur la fibre 
générique. 11 résulte alors du lemme 6.4 qu'il existe un unique sous-groupe plat fini r]{E) C H[t:] 
induisant ponctuellement sur di^E en chaque point de la fibre générique le sous-groupe des q*-points 
de plus grande valuation dans H['k\. 

D'après les calculs effectués dans la première partie de la démonstration de la proposition 3.5 
on vérifie que H/r](E) est dans d„-i et qu'en chaque point de la fibgre générique l'image par 
l'isogénie h : H ^ H/r]{E) envoie un facteur directe de rj{E) dans H\-k\ sur les (7"~*-points de 
plus grande valuation. On en déduit aussitôt que {H/rj{E),h o p, /i^ o ?y) définit un élément de 
dn-i,(T,-^A/K)/E^[p-^E)M'M].K- Ccla définit le morphisme 

di,E^[A,M],K > 9„_j^(7r-iA/A)/_ED[p-i(_E),n'Af],if 

Mais en remplaçant E par {Tr~^ A/ A) / E on obtient un morphisme dans l'autre sens. La composée 
des deux est le quotient par H[Tr] qui est donc l'identité. □ 

8.1.6. Réinterprétation en termes des arêtes orientées del. — 
Définition 8.13. — Soit a ^ a' une arête de I où a = [A, A/], a' = [A', A/'] et 

A £ A' £ TT-^A M' = n^^-^'h'i 

Soit A' c Id + 7rEnd(A) n Id + 7rEnd(A'). On note 

^a^a'.K di^A'/A^a,K 

D'après la proposition 8.12 il y a un isomorphisme naturel 
d'où deux immersions ouvertes 




Ces applications de face sont équivariantes pour l'action de GL„(F) x D'^ . 
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Remarque 8.14- Plus gcncralcmcnt soit 

do — ^ 0,2 — ^ • • ■ — ^ dr 

un simplexe orienté de I. Mettons le sous la forme ai = [A^, M^] oîi 

Ao c Al c • • • c c TT^^A 

et Mi = nl^^-^'lMo. Cela définit un type i avec ia = dim^^ A^/Ao et un drapeau E* de type i 
dans 7r~^Ao/Ao. 
Posons 

^aa^...^ar,K = ©[Aj, , Mo] ,-ftr 

Alors, pour tout i compris entre 1 et r il y a des isomorphismes 

qui se composent de façon naturelle. Il y a également des applications de face naturelles : pour 
tout simplexe orienté a et tout sous-simplexe a' (Z a : 

Ces applications sont des immersions ouvertes. 

8.2. Niveau infini. — 

Définition 8.15. — Soit a G T. On pose 

Ba,oo = ] 

K 

{K suffisamment petit) dans la catégorie des schémas formels p-adiques. 

Etant donné que les morphismes de transition 'Bia,K2 ^a,Ki pour K2 C Ki sont affines une 
telle limite existe. Si Da.A' = Spf(Aif) alors 

Da,oo = Spf lim AkT^ 
Remarque 8.16. — Si Ak = Ak[—] est l'algèbre de Banach affinoïde p-adique munie de sa 

TT 

norme infini |/|oo = sup soit A = IJ^ Ak munie de la norme infini 

ïSMax {Ak) 

l/loo = sup_ |/(a;)| 

(les morphismes de transition sp{Ak) — > sp{Ak') pour K' C K étant finis l'inclusion Ak C Ak' 
est isométrique). Soit A le complété de A, une algèbre de Banach p-adique. Alors, d'après le fait 
6 de l'appendice A 

©a, ex; = Spf ( boule unitc de A ) 

Définition 8.17. — Pour <t un simplexe oriente de Z, <t = (a ^ . . . ) on définit Oa.oc comme 
étant l'ouvert correspondant de Dq^oo- 

On a donc '^a,oo = hm O^yji. Ceux-ci sont munis d'une action 

K 

V((7, d) e GL„(F) X D"" D^.oo ^ ID'(s.d)..,oo 

et d'applications de face 

pour d' C cr des simplexcs orientés. 
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8.3. Donnée de descente. — La donnée de descente de Rapoport-Zink permet de définir des 
données pour tout simplexe orienté cto pour tout K (éventuellement K = oo) 

OÙ (T désigne le Frobenius arithmétique de F"^\F. 

9. Le schéma formel recollé en niveau fini 

Soit j4 C I un sous-cnscmblc comme dans la partie 7. Posons 

et 

^1,^ ~ Il ^a^a',K 

a,a.'eA 

La section 8.1.6 permet de définir un diagramme 

Proposition 9.1. — Le diagramme ci dessus définit une donnée de recollement effective pour la 
topologie de Zariski et définit donc un schéma formel Xa.k localement de type fini sur O tel que 
^A.K /t^^ soit de type fini. Ce schéma formel est un modèle entier de l'ouvert rigide Ua.k de M.k 
défini dans la proposition 7.1. Comme dans le cas rigide tout est équivariant sous CLn{F) x 
pour des A et K variants. 

Démonstration. C'est une conséquence de ce que les applications de bord sont naturelles au 
sens 011 le diagramme suivant commute 



(ce qui n'est rien d'autre que l'égalité {H/f]{E"))/{r]{E')/ij{E")) = H/ï]{E')). □ 

10. Le schéma formel en niveau infini 
Proposition 10.1. — Le diagramme GLn{F) x -équivariant 

a — >a' a 

définit un schéma formel p-adique recollé Xoo muni d'une action de GLn{F) x . De plus 

= lim lim Xa,k 
A K 

Ce schéma formel est muni d'une donnée de descente de O à O qui est effective sur les quotients 
Xoo/tt"^ pour a e N*. 

Démonstration. Elle ne pose pas de problème. □ 

Remarque 10.2. — Soit £ ^ 33 et A G {Z/£"Z,Z£}. Soit RTc{-,A.) un foncteur défini sur la 
catégorie des O-schémas formels p-adiques quasi-séparés sans p-torsion et à valeurs dans D"*"(A). 
Supposons que : 

- En restriction à la catégorie des Ô-schémas formels de type fini ce foncteur coïncide avec le 
foncteur 3£ 1 — > iîrc(X""(8)Cp, A) 011 désigne la fibre générique au sens des espaces de 
Berkovich et la cohomologie est la cohomologie étale de torsion ou bien £-adique. 
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- Si X = lim Xi où Xi — > X^+i est fini alors 

lim RT,{X^,A) Rra{X,A) 

Alors 

RTciXocA)^ lim RT c{M k <é)Cp , A) 

K 

Dans [12] nous construisons un tel foncteur (et ses versions équivariantes) . La condition de com- 
patibilité aux limites projectives sera une conséquence du théorème d'approximation d'Elkik. Cela 
nous permet de comparer la coliomologie des tours de Lubin-Tate et de Drinfcld. 



11. Décomposition cellulaire écrasée en niveau fini 

Dans la section 7 on a défini pour un niveau K une décomposition cellulaire d'un ouvert 
admissible de M.k d'image quasi-compacte dans M.k/'^'^ ■ On explique ici que quitte à modifier les 
cellules on a une décomposition cellulaire de tout M.k paramétrée par un quotient de l'immeuble 
et des cellules modifiées. 

Définition 11.1 (Cellules écrasées). — Soit a un simplexe orienté de X comme précédemment 
et K C GL„(F) un sous-groupe compact ouvert. Soit K' <\K compact ouvert tel que si a = [A, M] 
est un sommet de a alors K' C Id + 7rEnd(A). Posons 

î'cr.K = î?o-.x'/Stab/f(o-) 

où Stab/<-(cr) désigne l'intersection des stabilisateurs des sommets de a. 

Ce quotient est bien défini car Stab/<- (cr) /i^' est un groupe fini. On a alors une décomposition 
cellulaire : 

a— i-a' }/K T^a^a',K _ 

a <^X/K T^a.K *- Mk 

Remarque 11.2. — Pour tout K il existe n — 1 sous-cnscmbles iiT-stablcs {Ui^K)i<i<n-i dans 
X/tt^ tels que 

- X/tt^\ Ui^K est relativement compact dans X/tt^ 

l<î<ri-l 

- Si pour l<i<n— 1 Pi désigne le sous-groupe parabolique maximal dans GL„ stabilisateur 
de © (0)"-^ alors 

MU^,K|K) ~ P,(F)\GL„(F)/A' X Z/nZ 

On en déduit qu'il existe des ouverts admissible {Vi^K)i<i<n-i dans A^/tt^ tels que (IJi^i.-R')'^ 
est relativement compact (i.e. contenu dans une boule de rayon < 1) et dont l'image réciproque 
en niveau K se scinde en une union disjointe indexée par Pi{F)\Gljn{F) / K i.e. est "induite 
parabolique" . On peut donner une interprétation de ce phénomène en termes de sous-groupes 
canoniques. 

Appendice A 

Normalisé d'un schéma formel dans une extension de sa fibre générique 

Dans cet appendice K désigne un corps valué complet non-archimédien. Tous les espaces rigides 
considérés sont quasi-séparés et définis sur K . Par point de X on entend ici les points classiques 
c'est à dire ceux associés aux spectres maximaux des algèbres affinoïdes (mais tous les résultats 
énoncés restent valable en considérant plus généralement les points au sens de Berkovich) . 
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A.l. Généralités sur les espaces rigides. — Nous commençons par collecter quelques 
résultats difficilement disponibles dans la littérature sur les espaces rigides en donnant quelques 
indications sur les démonstrations dans certains cas. Nous n'auront pas besoin de tout ces énoncés 
dans la suite, néanmoins ils répondent à des questions qui sont venues naturellement à l'esprit de 
l'auteur lors de la rédaction des énoncés concernant la normalisation des schémas formels. 

Fait 1. — Soit X un espace rigide. Sont équivalents 

- Wx € X l'anneau Ox,x est réduit 

- Il existe un recouvrement admissible affinoïde (Ui)i de X tel que Vi l'anneau Ox{Ui) soit 
réduit 

- Pour tout ouvert admissible U de X Vanneau Ox{U) est réduit 

Si l'une des trois conditions précédentes est vérifiée X est dit réduit. En général le faisceau qui à 
U ouvert admissible quasicompact associe l'idéal des éléments nilpotents dans Ox{U) est cohérent 
et définit un sous-espace rigide Zariski fermé réduit Xred dans X . 

Fait 2. — Soit X un espace rigide réduit. Sont équivalents 

- Wx € X l'anneau Ox.x est intègre 

- Il existe un recouvrement admissible affinoïde {Ui)i de X tel que Vi Va; G Ui l'anneau 
Ox{Ui)m^ est intègre unibranche. 

- Pour tout ouvert admissible connexe U de X l'anneau Ox{U) est intègre et si de plus U est 
affinoïde V^P G Spec{Ox{U)) l'anneau Ox{U)^ est unibranche. 

Si ces conditions sont vérifiées X sera dit localement intègre. 

Démonstration. On utilise librement les propriétés de base concernant les anneaux locaux des 
espaces rigides telles que dans le chapitre 2.1 de [1]. Soient x € X,U un ouvert admissible affinoïde 
contenant x, A = Ox{U) et m l'idéal de A associé à x. Il y a un isomorphisme entre anneaux 
locaux noethériens 

Am — Ox,x 

L'anneau A est réduit excellent ([20] ou [27]). On en déduit (EGA IV 7.8.3 (vii)) que Am est 
intègre unibranche ssi Am est intègre. Puisque Ox,x C Ox,x la seconde assertion de l'énoncé 
entraîne la première. La troisième entraînant clairement la seconde il suffit de voir que la première 
implique la troisième. Il suffit alors de montrer que Ox,x intègre implique intègre unibranche 
(dans la troisième assertion m n'est pas supposé maximal, mais on peut s'y ramener puisque A 
étant excellent l'ensemble des points de Spec(^) où il est unibranche est constructibc (EGA IV 
9.7.10) et A est un anneau de Jacobson). Si l'on savait que Ox,x est excellent cela serait facile car 
Ox,x étant hensélien il est unibranche et donc son complété serait intègre. Malheureusement cela 
n'est pas connu. Le lemmc qui suit appliqué à Am C Ox,x permet néanmoins de conclure. □ 

Lemme A.l. — Soit {A, m) {B,n) un morphisme local injectif d'anneaux locaux. Supposons 
{B,n) hensélien intègre. Alors {A, m) est unibranche. 

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la proposition 18.6.12 de EGA IV. □ 

Exemple A. 2. — Si V = Spm(yl) avec A = K < x,y > /(a;^ — y^(l — x)), l'algèbre A est 
intègre mais l'ouvert \x\ < \p\ bien que connexe défini par l'algèbre A < > est tel que A < > 

n'est pas intègre puisque si \x\ < \p\ alors \/l — x = J2k>a (^fc^) i^^)''^'' G .4 < ^ > et donc 
x'^ — 1/^(1 — x) = {x — — x){x-\-yy/\ — x). Cela peut également se voir en disant que la cubique 
nodale n'est pas unibranche en sa singularité. 

Dans l'énoncé suivant, un anneau nothérien est dit normal s'il est un produit (nécessairement 
fini) d'anneaux intègres intégralement fermés dans leur corps des fractions, ce qui est encore 
équivalent à dire que tous ses localisés en ses idéaux premiers sont intègres intégralement clos 
dans leur corps des fractions. 

Fait 3. — Soit X un espace rigide réduit. Sont équivalents 

- Il existe un recouvrement affinoïde admissible {Ui)i de X tel que\/i (Dx{Ui) est normal 
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- Pour tout ouvert admissible connexe U de X Ox{U) est intègre intégralement clos 
~ Wx € X Ox,x est intègre intégralement clos dans son corps des fractions 

Si ces conditions sont vérifiées l'espace X est dit normal. 

Fait 4- — Soit X un espace rigide réduit. Le normalisé X de X est bien défini et le morphisme 
X —t X est fini. 

Par normalise on entend ici un objet représentant le foncteur Hom(— , X) restreint à la catégorie 
des espace rigides normaux. 

Si / : X ^ X, le faisceaux f^O^ est le normalise de Ox dans le faisceaux des fonctions 
méromorphes Mx- Ce faisceau des fonctions méromorphes est celui qui à U ouvert afïinoïde 
associe le corps total des fractions de Ox{U). Plus précisément, utilisant que MU afRnoïde Ox{U) 
est excellent donc Japonais et que donc 0^{U) est fini sur Ox{U) on en déduit que 0^{U) est 
une algèbre de Tate. Le normalisé de Ox dans M.x est un faisceau cohérent qui définit donc un 
espace rigide afSnoïde au dessus de X qui est X. 

Remarque A. 3. — Ainsi, X réduit est localement intègre ssi pour tout ouvert admissible con- 
nexe de X son image réciproque dans X est connexe. 

Remarque A. 4- — Pour un espace rigide X on peut définir les composantes irréductibles de 
X comme étant les images des composantes connexes du normalisé de Xred- Elles sont donc 
Zariski fermées puisque le morphisme de normalisation est fini. Si pour un ouvert admissible 
quasicompact U on note Irr(C/) l'ensemble de ses composantes irréductilbles, Irr est un faisceau 
muni d'un épimorphisme Irr ttq associé au morphisme Z /,Z on f : X X. 

A. 2. Schémas formels normaux. — Désormais K sera supposé de valuation discrète. Rap- 
pelons qu'un O^-schéma formel admissible est un O^-schéma formel de type fini sans 7r-torsion 
(où TT est une uniformisante de K). On les supposera toujours quasi-séparés. 

Fait 5. — Soit X un Ok -schéma formel admissible. Sont équivalents 

- Il existe un recouvrement ouvert affine {Ui)i de X tel que Vî OxiUi) est normal 

- yU ouvert affine connexe de X, Oxipl) est intègre intégralement clos dans son corps des 
fractions 

- Vx G A" Ox.x est intègre intégralement clos dans son corps des fractions 

Démonstration. On utilise le fait suivant : yU ouvert affine dans X l'anneau Oxipi) est excellent 
([26] pour le cas d'égale caractéristique et [27] pour le cas d'inégale) et donc V/ G Ox^pi) l'anneau 
C'ï(^)[j] est excellent ce qui implique que s'il est normal alors son complété Ou{D{f)) est normal. 
A partir de là tout le reste est facile. □ 

Remarque A. 5. — Il n'existe pas en général de bonne notion de schéma formel réduit ou bien 
normal. On a en effet besoin d'utiliser des propriétés stables par complétion afin que si l'anneau 
A possède cette propriété, pour tout / dans A l'anneau A < j > la possède aussi. 

Fait 6. — Soit X un Ok -schéma formel admissible réduit tel que X"^ soit normal. Soit sp : 
(X"^ jOxrig) — > {X,Ox) comme morphisme d'espaces annelés. Via la norme infini le faisceau 
Ox"9est un faisceau en K-ev. normés : \ff G 0x^^3(11) \f\oc — sup^^gy On note O^r-ig le 

sous-faisceau en On-algèbres des f G Ox"a telles que |/|oo < 1- Alors le normalisé de X est bien 
défini égal à 

Spf{sp,0^„g) 

qui est un Ok -schéma formel admissible normal fini au dessus de X. 

Démonstration. Tout repose sur le théorème de Grauert Remmert qui assure que pour A une 
Oif-algèbre admissible, A = A[^] l'algèbre de Tate associée, la boule unité de A pour la semi- 
norme infini est une algèbre admissible finie sur A. Nous renvoyons pour cela à la discussion au 
début de la section 1 de [4] . □ 
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Fait 7. — Soit U un ouvert affine de X et /i,...,/„ G Ox{U)[^f telles que Ox{U)[^]^ ^ 
Ox (^) [/i j • ■ • , /ti] • Soit r € N tel que Vi tt^ fi G Ojj- Alors, le normalisé de U s'identifie à 
l'éclatement formel admissible de l'idéal ouvert (tt'', 7r'"/i, . . . ,7r''/„). 

A. 3. Normalisé dans une extension de la fibre générique. — 

Fait 8. — Soit X un Ok -schéma formel admissible réduit. Soit ip : Y > X"^ un morphisme 

fini d'espaces rigides tel que Y soit normal. Alors, le normalisé X de X dans Y existe, est fini au 
dessus de X et est égal à 

Spf{sp,^,0°) 

Il vérifie la propriété universelle suivante : étant donné un schéma formel normal 3 muni d'un 
morphisme 3 X et d'un relèvement 



Y 




il existe un unique relèvement 



X 




3 ^x 

tel qu'après passage à la fibre générique les deux diagrammes précédents soient compatibles. 

Appendice B 

Modules de Dieudonné et cristaux des O-modules 7r-divisibles 

Soit F\Qp une extension de degré fini. On notera O = Op. 

B.l. Un lemme sur les F-cristaux O-équivariants. — Soit S un scliéma sur lequel p est 
localement nilpotent et S = Spec(Zp). On considère le gros site cristallin CRIS(S'/S]) de [2] ou 
bien le gros site cristallin nilpotent NCRIS(S'/I]) ([2] chapitre 1). 

Lemme B.l. — Soit £ un F-cristal (non-dégénéré) en Os/T.-fTiodules localement libres de rang 
fini sur CRIS{S/T,) ou NCRIS{S/T,). Supposons £ muni d'une action de O. Alors, £ est un 
Os/s ®Zp O-module localement libre sur CRIS^S/T,). 

Démonstration. Soit {U ^ T) G CRIS(S'/S) (resp. NCR1S(S'/S)) et x E U. Les assertions 
suivantes sont équivalentes 

(i) £[ij^T) ®Ot Ot,x est libre en tant que Ot,x ^tl^ OF-module 

(ii) £{ij^T) ®Ot est libre en tant que k{x) OF-module 

(iii) £çu^T) ®Ot k(x) est libre en tant que k{x) OF-module 

L'équivalence entre (m) et {iii) résulte de ce que k{x) ® Op est une k{x) ® Oi?-algcbre fidèlement 
plate. 

L'implication (i) ^ (m) est claire, quant à (ii) (i) elle résulte du lemme de Nakayama. En effet, 
si £(ij^T) ®Ot ^{^) est un k{x) ® Oir-module libre soit 

ei, . . . , e,. G £(^u-~,T) ®Ot Ot,x 

un relèvement d'une k{x) ® O p-^a^se . Soit [ej)j une base de Op comme Zp-module. Alors, d'après 
le lemme de Nakayama, {eiej)i,j engendre £(^ij^t) ®Ot Ot,x comme Or.i^-niodule. Mais 

^Sot.. {^{u-^t) ® Ot.x) = rgfc(^) ((7^T) ®Ot Hx)) = {F : Qp] rgfe(^)^c,^ {£{u^t) ®Ot H^)) 
La famille {^iej)ij est donc une -r-base. 
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Montrons donc l'assertion {iii). Il y a des morphismes compatibles dans CRIS(S'/S) (rcsp. 
NCRIS(S'/S)) pour n€N 



Spec(fc(a;))^^ ^ Spec(W^„(fc(a;))) 

-Spec(W„(OT)) 



La propriété de cristal implique donc que E(jj,_,t) ®Ot k{x) est la réduction modulo p de 

E= lim ^-(Spoc(fcôË))^Spcc(w„(fe(i))) 



C'est un VF(fc(x-))-module libre qui est en fait un W{k{x)) Oi^-module muni d'une isogénie 
i^-linéaire (ici F = Frobenius) 

ip : Eq > Eq 

qui commute à l'action de O^?. Or 

E= 0_ E, 

T:FO^W{k{x))Q 



OÙ Er est un Op ®Opo,T M^(A:(.T))-module libre. Le module E est donc libre sur W{k{x)) Op 
ssi 

Mais 

Vr Lp:Er®<^^ Epr Q 

□ 

Corollaire B.2. — Soit H un groupe p-divisible sur un schéma S sur lequel p est localement 
nilpotent. Supposons le muni d'une action de O. Alors l'algèbre de Lie de l'extension vectorielle 
universelle de H est un Os ®Zp O-module localement libre. 

Démonstration. C'est une conséquence de ce que cette algèbre de Lie est l'évaluation d'un des 
cristaux définis dans [22]. □ 

B.2. Structure du cristal de Messing d'un O-module 7r-divisible. — 

Définition B.3. — Un O-module 7r-divisiblc sur un O-schéma est un groupe p-divisiblc muni 
d'une action de O qui induit l'action naturelle sur son algèbre de Lie. 

Remarque B.4. — Soit H un groupe p-divisible muni d'une action de O. Alors, V71 H[Tr"-] est 
un groupe plat fini. En effet, tt : H — > H est une isogénie puisque tt'^^^.tt = unité x tt. On peut 
ainsi donner une définition analogue à celle des groupes p-divisiblcs pour les groupes p-divisibles 
munis d'une action de O en remplaçant p par tt dans les définitions. 

Soit S un O-schéma sur lequel p est localement nilpotent. Soit H un O-module 7r-divisible sur 
S. Considérons la suite exacte 

— > ujh'^ — ' Lie E{H) — > uj*^^ — >0 

011 E(H) désigne l'extension vectorielle universelle de H de [22]. Soit / l'idéal d'augmentation de 
Os m, Of^Os. 

Proposition B.5. — Localement sur S il existe une Os ® Op-base de LieE{H) (ei, . . . ,6^+7-2) 
telle que 

ujhd = Os (K) Op.ei © • • • © Os «) Op.er^ © I.er,+i © • • • © I.er,+r2 
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Démonstration. Il y a une suite exacte 

— > ujHo/IUeE{H) — > UeE{H)/IUcE{H) — >luh — >0 

où d'après le corollaire B.2 LieE{H) / ILieE{H) est un Os-module localement libre. Localement 
sur S soit (ei, . . . , er^+r2) un relèvement d'une base de LieE{H) / ILieE{H) dans LieE{H) tel que 
(eri+i, . . . , e^i+ra) s'cuvoic sur une base de uj'^ via hicE{H) uj*fj (une telle base existe puisque 
LicE{H) / ILicE{H) ~» lû*jj est localement scinde). L'idéal / étant contenu dans le radical de 
Jacobson de Os ® Op et ljicE{H) étant libre sur Os ® Op, (ei, . . . , e^+ra) est une Os ® Oi^-base 
de Lie£'(iî) dont on vérifie aussitôt qu'elle convient. □ 

B.3. O-extension vectorielle universelle d'un O-module 7r-divisible. — 

Définition B.6. — Soit S un schéma et J- un faisceau en groupe abéliens sur Sfppf. Soit / : 
Spec(C's[e]) S. On appelle algèbre de Lie de le faisceau en O^-modules sur Sfppf 

Définition B.7. — Soit H un O-module 7r-divisible sur un schéma S. On appelle O-extension 
vectorielle de H une extension 

— >V — > E — > H — >0 

de faisceaux en O^-modules sur Sfppf telle que V soit un Os-module cohérent, V_ le faisceau fppf 
associé et l'action induite de O sur LieE soit l'action naturelle. 

On remarquera que de telles extensions sont "rigides" puisque VW^ cohérent Hom(iî, W_) = 
{p est localement nilpotent sur S) (par fainéantise on oubliera désormais de souligner les faisceaux 
cohérents et on notera V pour V_). La proposition suivante a donc un sens. 

Proposition B.8. — Tout O-module n-divisible possède une O-extension vectorielle universelle 

— > Vo{H) — > Eo{H) — >H — > 
De plus Vo{H) et Lie Eq{H) sont des Os -modules localement libres et il y a une suite exacte 

— > Vo{H) — > Lie Eo{H) — > Lie H — > 

Démonstration. Soit 

— > loho — > E{H) — ^ H — >0 
L'extension vectorielle universelle de H (correspondant au cas Of = Zp). Soit / = ker (Os (E) Op ^ 
Considérons le poussé en avant de l'extension précédente par le morphisme ujj^d —» ujj^d / I\AcE{H) 

^ ^Hi^ ^ E{H) ^ H ^ 

^ loho /LUcE{H) ^ È ^ H ^ 

Oll 

È = LOHo/LUeE{H) ]J E{H) ^ E{H) / IUcE{H) 

Alors cette extension est une O-extension vectorielle universelle de H. Avant de le montrer com- 
mençons par montrer quelques propriétés de cette extension. 

D'après la proposition B.5 ujjjd / Ih\eE{H) est localement libre. De plus, si En désigne l'image 
réciproque de iî[7r"] dans E, E ^ lim En et il y a des suites exactes 

— > ujho/1\.\cE{H) — * En — > i^K] — y 

Donc, En est un torseur ffpf sous l'espace affine luhd / Iï^ieE{H) au dessus de iï[7r"] et est donc 
représentable par un iï[7r"] -schéma lisse. Il y a donc des suites exactes pour tout n 

— > ujhd/II.\cE{H) — > UcÈn — > Lici7[7r"] — > 
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et étant donne que LieE' = lim £'„, que pour n >> Liciï[7r"] = Lieiî, pour n >> LicEn 

n 

hieE et il y a une suite exacte 

— > ujho /IUcE{H) — > LicÈ — > Liciî — > 
et même un diagramme commutatif 

^ ^ LïcE{H) ^ LieiJ ^ 



^ ujhd/IUcE{H) ^ Lici; ^ LieiJ ■ 

duquel on déduit que 

LicÊ = UcE{H)/I.UcE{H) 
Montrons maintenant l'universalité de l'extension. Soit 

— >V — > E — > H — ^0 



une O-cxtension vectorielle. Oubliant l'action de O, celle-ci est induite par un unique morphisme 
Os-linéaire oj^o — > V 

^ '^_f/° ^ E{H) H ^ 



^E ^0 

l'unicité d'un tel morphisme (qui résulte de liom{H,V_) — 0) implique que tous les morphismes 
dans le diagramme précédent sont O-linéaires. Il y a alors un diagramme de Os i8) O-modules sur 

^fppf 

^ t^if" ^ Lie£'(iJ) ^ Liei/ ^ 



^ V ^ Lie£; ^ UcH ^ 

duquel on déduit que lu^jd — > V_ se factorise par ujjjd luh" /I.liicE{H). □ 

Remarque B.9. — Il résulte de la démonstration précédente que si l'on pose htoH — ht H /[F : 
Qp] alors 

TgosVoiH) = htoH- dimiî 

Remarque B.IO. — On vérifie comme dans le lemme 1.18 de [22] que Ea{H) est formellement 
lisse. 

Remarque B.ll. — Comme dans la proposition 1.19 du chapitre IV de [22] on vérifie que le 
complété formel (au sens de la section IL 1.0 de [22]) Eo{H) de Eo{H) est un O-module formel 
(i.e. un groupe de Lie formel muni d'une action de O telle que l'action induite sur l'algèbre de 
Lie soir l'action naturelle) extension du O-module formel H par le groupe formel vectoriel Vo{H) 
(localement isomorphe à une somme finie de Gq). 

B.4. Cristal de Messing généralisé et théorie de la déformation. — 

Théorème B.12. — Soit E = SpeclOp) muni de l'idéal à puissances divisées (p) et £ 
le cristal de Messing de H sur NCRIS{S /Yi) en tant que Os/s <8) Op-module. Soit X = 

ker {Ps/t.®Of ^Os/y). 

Alors, £ /TE est un cristal en Os/^-modules localement libres de rang fini tel que V([/ ^ T) G 

NCRIS{S/Yi) y H un relèvement de H XsU surT comme O-module n-divisible 

{£/!£) 
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s'identifie à l'algèbre de lie de Eo[H), la O-extension vectorielle universelle de H. 

De plus, pour un tel relèvement H la partie vectorielle de Eq(H), Vo{H) = uj^o / 1 ■LieEo[H) 
définit une filtration localement facteur direct dans {£ /X£) çjj^j,-^ se réduisant modulo l'idéal de U 
dans T sur la partie vectorielle de Eo{H). 

Cette correspondance définit une équivalence de catégories entre la catégorie des O-modules tt- 
divisibles sur T et celle des couples {Hq, Fil) où Hq est un O -module n-divisible sur U et Fil une 
filtration localement facteur direct dans l'évaluation du cristal précédent sur U ^ T se réduisant 
sur la partie vectorielle de Lie EqIHq). 

Démonstration. Seule la vérification du fait que la correspondance évoquée est une équivalence 
de catégories reste à vérifier. 

Elle se déduit du théorème de Messing (th. 1.6 chap. V de [22]) en remarquant que les filtrations 
localement facteur direct O-stables Fil dans £{jjc_,t) et telles que l'action de O sur £(c/^T)/Fil 
soit l'action naturelle sont en bijcction via l'application 

Fil I — > Y'i\/T(^ij^j')£{U'-*T) 
avec les filtrations localement facteur directe dans {£ /I£)(jj^j'y □ 

B.5. Exponentielle 7r-adique. — 

B.5.1. O -puissances divisées (^[18] section 10, [9] section 7). — Soit T un O-schéma sur lequel tt 
est localement nilpotcnt et J C Ot un idéal cohérent. 

Définition B.13. — Une structure de O-puissance divisées sur J consiste en la donnée d'une 
application 7 : J — > J vérifiant 

(i) Va g O5 Vx e J 7(aï) = a'i-f[x) 

(ii) V.T G J TT^{x) ~ x"^ 

(iii) \/x,yeJ l{x + y) = l{x) + -i{y) + Y.o<i<qaili{x)-iq^{y) où a, = ( f ) /tt e O 

Remarque B.14- — Lorsque O = Zp, d'après la proposition A.l de l'appendice de [3], on 
retrouve la définition des puissances divisées usuelles avec 7 = 7p. Par exemple, lorsque la base ne 
possède pas de p-torsion, a; 1— > ^ permet de retrouver les ^ par composition et multiplication par 
des éléments de Zp. Plus précisément, 7pn = a„7°" où q;„ e Zp et si n = ^ - a^p* où < Oi < p—l, 

In = Pn 7p' O lai OÙ /3„ G Z^ . 

Remarque B.15. — L'élément tt étant localement nilpotcnt l'existence d'une O-P.D. structure 
sur un idéal implique que celui-ci est un nil-idéal. 

Exemple B.16. — Si = ttJ = une structure de O-P.D. sur J est la même chose qu'un 
morphismc additif _Fro6ç-linéaire j : J J. 

Définition B.17. — Si 7 est une O-P.D. structure sur J on pose comme dans [9] 
Vn > 1 5n{x) = ( 7o- - -o7 )(x).7r^+'^+-+'?"''-" 

n— fois 

et So{x) = X. 

Ainsi, si la base est sans 7r-torsion Sn{x) = On note J^"! l'idéal engendré par les 

7°"^ {xi) . . . 7°"*= (xk) où qf > n et on dit que 7 est nilpotente si = pour n » 0. Lorsque 
O = Zp on vérifie facilement que l'on retrouve la définition usuelle pour les idéaux jl"!. 

Lemme B.18. — Soit T' T un morphismc plat et J C Ot muni de O-P.D.. Alors celles-ci 
s 'étendent de façon compatible à JOt' ■ 

Démonstration. Procéder par exemple comme dans le lemme 1.8 p. 80 de [22]. □ 

Définition B.19. — Pour S = Spec(O) et S un O-schéma sur lequel tt est localement nilpotent 
la définition des O-P.D. et le lemme précédent permet de définir des sites cristallins CRISc)('S'/I]) 
et NCRISo(S'/i;). 



L'ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE DRINFELD : DÉCOMPOSITION CELLULAIRE DE LA TOUR DE LUBI 



B.5.2. Logarithme. — 

Lemme B.20. — Supposons J muni de O-P.D.. Il y a alors un isomorphisme de O-modules 

Wo{J) ^ J"" 

[xiJi I — > (7i(xo) +7î_i(a;i) H h Joixi))^ 

" V ' 

Si de plus Sn{ J) = pour n » il y a une application 

WoiJ) ^ J*'*' = Lie Wo(g>J 
Si de plus les O-P.D. sont nilpotentes alors l'application précédente est un isomorphisme. 

Démonstration. Pour la première assertion il suffit de vérifier que l'enveloppe à O-P.D. de 
0[Xi\i>Q par rapport à (Xi)i>o est sans 7r-torsion et on se ramène alors à montrer que Wo{J) 
est un morphisme lorsque tt est inversible, ce qui est clair. Le reste est facile. □ 

Remarque B.21. — Du coté de les opérateurs F, V et [a] sont donnés par 

[a].{yi)t = {ayi)i 

^(yOî = (0,yo,2/i, ■• •) 

^(yOî = (7i"2/i,7r?;2,---,7ryï,...) 

Proposition B.22. — Soit G un O-module formel sur un O-schéma et J un idéal muni de O- 
puissances divisées 7 telles que localement J„( J) = pour n » (par exemple, tt est localement 
nilpotent). Il existe alors une unique application logarithme fonctorielle en (G,J,j) 

loge ■ G{J) — > LieG®J 

compatible avec celle définie pour Wq- Si les O-P.D. sont nilpotentes cette application est un 
isomorphisme. 

Démonstration. Soit 

M = Rom(Wo,G) 
le module de Cartier de G, un Eo-module. Alors, 

G{J)~WoiJ) ®Eo M 
oii Eo agit sur Wo de telle manière que 

X (g) Fm = ^ X (g) m, x ® Vm — ^ x (g) m, x ® [a]m — [a]x ® m 

Posons 

logo : WoiJ) ^Eo M ®Eo M 

ou est un Ecj-module via les formules de la remarque B.21. Alors, 

où 

J=J©0©---©0©... 

De plus remarquons que 
On en déduit aussitôt que 

□ 

Remarque B.23. — L'annulation = utilisée dans la démonstration précédente est à la 
base des liens reliant puissances divisées et théorie de Cartier, cf. par exemple le lemme 38 de [29]. 

Remarque B.24. — La notation logg n'est pas correcte, on devrait plutôt noter logg ^. 
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Corollaire B.25. — Soit G un O-module formel sur E un O-schéma et S ~ T, mod tt. Soit Jsjn 
l'idéal à puissances divisées sur NCRISoiS/T,). Il y a alors un isomorphisme 

G{Js/t) ^ LieG®o,: JsjT. 

Proposition B.26. — Soit {G,J,^) comme précédemment. Supposons que = ttJ = 0. Soit 

a : LieG/nLieG > LieG/nLieG l'application Frobq -linéaire qui à une dérivation invariante d 

associe d'. L'application "f : J ^ J est Frobq -linéaire et il y a un diagramme commutatif naturel 
en (G, J, 7) 



LieG® J = LieG/nLieG ® J 



G(J) 




LieG® J = LieG /irLie G® J 
où can est Visomorphisme définissant LieG. 

Démonstration. Si AL est le module de Cartier de G et tt = sur la base, l'application a est 
F : M/VM —s- M/VM qui est bien définie puisque FV = VF . Pour vérifier l'assertion il suSit 
de la faire pour Wo- En effet, après choix d'une V-hase du module de Cartier de G il existe 
une surjection ®Wo{J) G{J) et par naturalité du log en le groupe formel (éventuellement de 
dimension infinie) on conclu. 

Dans le cas de Wq^ 

can:Wo{J) ^ UeWo ® J ^ J^^'^ 
'^V^[xi] I — > (xi)i>o 

et a {{xi)i>ç)) = (0, X2, . . . ). Etant donne que tt J = 0, Vi > 2 5i{J) = donc 

i>0 



d'on le résultat. □ 

Remarque B.27. — Lorsque = l'isomorphisme can correspond au cas du logarithme lorsque 
l'on muni l'idéal des O-P.D. triviales 7 = 0. 

B.5.S. Exponentielle. — Nous n'utiliserons pas la proposition qui suit plus tard car nous aurons 
besoin d'exponentier des morphismes pas seulement sur la partie formelle de nos groupes mais 
sur tout le groupe. Néanmoins cette proposition est complémentaire de celle que nous utiliserons 
(noter par exemple que les O-P.D. ne sont pas nilpotentcs dans la proposition qui suit ce qui est 
compensé par le fait que nos groupes sont formels). 

Proposition B.28. — Soient G et H deux O -modules formels surT et J d Ot un idéal cohérent 
muni de O-P.D. 7. Il existe alors une application 

exp : Hom{G, J.LieH) — > kcr (Hom(G, H) Hom{G mod J, H mod J)) 

où si LieH désigne le groupe de Lie formel associé à LieH alors J.LieH est le sous-foncteur 
de LieH défini par {J.LieH){Z) = T(Z, LieH ® J{Oz)niip)- Cette application est naturelle en 
{G,H,J,j). 

Si = (0) 7 = alors l'application précédente coïncide avec l'application identité donnée 
par LieH (g) J ~ ker(iï H mod J) 

(5) ker {Hom{G, H) ^ Hom{G mod J, H mod J)) = Hom{G, JLieH) 
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Si = ttJ = (0), soit a : LieH/ir LieH —^ LieH/ir LieH l'application qui à une dérivation in- 
variante d associe etTl = «(8)7 l'endomorphisme Frobq -linéaire de JLieH. Alors, naturellement 
en {G,H,J,^), via l'isomorphisme canonique (5) 



, Tl>0 

où la somme infinie est finie lorsqu'elle est évaluée sur une algèbre nilpotente puisque Imf C 
JJÀèH. 

Remarque B.29. — Si G = où est un module localement libre de rang fini, il y a un mor- 
phisme Homo^ (A^ , J.Lieiï) — > Hom(Al , J.LicT/), d'oii une application exponentielle de source 
\Iouiot{M, J.LicH). 

Remarque B.30. — La formule donnée pour exp / lorsque = ttJ = coïncide bien avec celle 
de [22] ((2.6.6.3) page 142) lorsque O = Zp. En effet, si (7„)„>i sont des puissances divisées alors 
7p. = (-l)"7p modp. 

Démonstration. Si Q est un module notons C{Q) le E^-module à gauche défini par 

C{Q) = Q'^ = {Y, ^"^^ \x^^Q} 

i>0 

sur lequel 

î>0 i 



î>0 i>l 



î>0 ï>0 

Lorsque Q est localement libre de rang fini C{Q) est le module de Cartier de Q. De l'isomorphisme 
Wo{J) — du lemme B.20 on déduit une décomposition Wo{J) = J® ^Wo{J) et donc J ^ Eo- 
Soit Af le module de Cartier de H. L'application de réduction modulo VM induit im isomorphisme 

^ : JM ^ J.{M/VM) = J®M/VM 

Il suffit en effet de vérifier que JM n VM = (0), mais si {ea)a est une V-base de M et {\a)a une 
famille d'éléments de J alors Y^a ^o*^" ^ VVc).o(Aa) = <^ Va Aq, = 0. 

De plus, l'inverse de cet isomorphisme induit un morphisme de E^-modules 

S : C( J ® M/VM) — > M 

i i 

En effet, cela résulte aussitôt de ce que ^ J = (0). L'application exponentielle s'écrit alors comme 
la composée 

Hom(G, fÛcH) — > HoniEo (Mg, C{J.M/VM)) HomEo (Mg, M) = Hom(G, H) 

011 Mq est le module de Cartier de G et 011 il faut vérifier que si / : G — > J.lÀcH ^ Liei7 alors 
le morphisme Mq — * G(Lie(_ff)) se factorise par G(J.Liei/), mais cela résulte de la description 
des modules de Cartier en termes de courbes p-typiques. 
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Quant aux deux dernières assertions concernant les cas = et 7 = 0, resp. = ttJ = 0, 
soient x e J et m e M/VM. Voyons a; comme élément de J C W{J) grâce à 7. Alors x ~ ^ [a^] 
où ao = x, Oi = si i > lorsque 7 = et = (— l)'7*(a;) si ttJ = 0. Dès lors 

xm = ^{-iyV'[ai]F\m e J.M 

i>0 

Or. lorsque tt = 0, F' : A//1/A/ — > M/VM s'identifie à a'. On en déduit facilement le résultat. □ 

Remarque B.31. — Le lien entre le logarithme de la section précédente et l'exponentielle de la 
proposition précédente est que l'exponentiation des morphismes est obtenues par exponentiation 
des courbes p-typiques via log^ : H{YJ[\Y]]) LieH (g) FJ[[y]] = C{UeH » J). 

Voici la proposition que nous utiliserons. 

Proposition B.32. — 5*01^ T un O-schéma, J C Ot un idéal cohérent muni de O-P.D. nilpo- 
tentes. Soit G un schéma en O-modules plat sur T . Soit H un faisceau en O -modules sur Tfppf 
tel que H soit un O-module formel. Il y a alors une application d'exponentiation 

exp : Hom{G, J.LieH) — > ker {Hom{G, H) Hom{G mod J, H mod J)) 

telle que siJ^ — Oetj^O, via l'identification canonique de ker {Hom(G, H) — > Hom{G mod J, H mod J)) 
avec Hom{G, J.LieH), exp = Id. Si = ttJ = et Tl — a j est l'endomorphisme nilpotent 
Frobq -linéaire de J.LieH = LieH /n LieH (g) J alors 

exp/= [^(-irn") 0/ 

\n>0 J 

Démonstration. 

Le schéma G étant plat sur T il suffit de définir (exp f)u : G{U) — > H{U) pour tout schéma 
U affine et plat sur T (i.e. définir exp / comme morphisme de faisceaux sur le petit site plat de 
T). Soit donc U — > T plat. Alors, d'après le lemme B.IS, les O-P.D. 7 s'étendent à JOu-, à'oxi 
un isomorphisme (proposition B.22) 

loge : H{JOu) ^ UeH(»OT J^u = JLieiJ (E)Ot 

Posons 

(exp f)u : G{U) — > r{U, JUeH) ^'^^ H{r{U, JOu)) C H{U) 

On vérifie aussitôt que cette définition est fonctorielle en U. Les assertions concernant les cas 
= ou = ttJ = se déduisent de la proposition B.26. □ 

B.6. Extension du cristal de Messing généralisé aux O-puissances divisées. — H y a 

un morphisme de sites 

Ho : NCRISo(S'/S) — > NCRIS(S'/S) 
puisque les puissances divisées classiques induisent des O-puissances divisées. 

Théorème B.33. — Soit H un O-module tt -divisible sur S. Soit £ le cristal algèbre de Lie de 
la O-extension vectorielle universelle sur NCRIS{S /T,) défini dans la proposition B.8. Ce cristal 
s'étend naturellement à NCRISoiS/T,) au sens où il existe un cristal en Og/^-modules localement 
libres T sur NCRISo{S /Yi) tel que £ ~ TIq^J-^ (et donc nécessairement T = H*q£}. De plus, si 
(U ^ T) Cz NCRISo{S/T,) et H est un relèvement de H Xs U à T alors T(ij^t) s'identifie à 
LieEQ{H) . De plus G ^ T est fonctoriel en G. 



Remarque B.34- — En fait, on étend directement le cristal O-extension vectorielle universelle 
àNCRISo(S'/E). 
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Démonstration. La démonstration utilise l'application exponentielle construite dans la propo- 
sition B.32 et suit celle de [22]. Faisons tout de même remarquer au lecteur qu'elle n'est pas 
indépendante de [22] puisque la proposition clef B.5 qui permet d'affirmer que Eo{H) existe et 
est extension de H par Vo{H) localement libre utilise [22] (c'est surtout le fait que Vo{H) soit 
localement libre qui est crucial). 

Comme dans [22] tout repose sur le théorème suivant analogue du théorème 2.2 page 129 de 
[22] 

Théorème B.35. — Soit (S ^ T) e NCRISo{S/T.) et Hi,H2 deux O-modules n-divisibles sur 
T de réduction Hi^g, H2/s- Soit f : Hi/g — > -^2/5- existe alors un unique morphisme 

g:Eo{Hi) — > Eo{H2) 

tel que Vm : Vo{Hi) > Vo{H2) relevant Vo{f) ■ Vo{Hi^g) > Vo{H2/s)t dans le diagramme 



Vo{H2)^^^ Eo{H2) 

goi — iouCz cxp {Hom{VQ{Hi), J.LieEQ{H2))) 
où J est l'idéal de S dans T et exp est l'application définie dans la proposition B.32. 

La démonstration de ce théorème repose sur l'analogue du lemme 2.6.3 page 135 de [22] : 

Lemme B.36. — Soit H un O- module n- divisible surT et N >> tel quen^Ox ~ et ui^f^^N^o 
soit localement libre. Soit I = ker^Or ®Zp O -» Ot) et 

a : H[7r^] — > loh[^n^d /I.LieE{H) = Vo{H) 

l'application universelle telle que 

^ iî[7r^] ^F^iJ^O) =(0^ Vo{H) Eo{H) ^ H ^ 0) 



Soit T un faisceau en O-modules sur Tfppf tel que T soit un O -module formel. Soit un diagramme 
O -équivariant 



Vo{H) 

qui commute après réduction sur S et tel que si 




[0 H[Tr'^] H ^ H ^Oj = {T ^ G ^ H ^ 0) 

alors l'action de O sur LieQ est l'action naturelle donnée par O Os. Il existe alors un unique 

morphisme O- équivariant vu' : Va (H) > T tel qu 'en remplaçant w par w' le diagramme précédent 

commute, w' = vu sur S et vu' — w soit une exponentielle. 

Démonstration, la démonstration est identique à celle de [22] : on dévisse au cas — irJ = 
puis on utilise la formule explicite donnée dans la proposition B.32 pour exp dans ce cas là. Ce 
qu'il faut vérifier c'est que les dévisages n'affectent pas l'hypothèse de l'action de O sur l'objet 
noté Lie G dans l'énoncé. Mais cela ne pose pas de problème puisque la seule modification faite au 

morphisme v est v t-^ v — woa, or woa est tel que si ^ est l'extension H[tt^] H > iï — > 

alors {vu o = vu^{a^^) mais O agit naturellement via O — > Os sur Lie (q;*Ç) et on en déduit le 
résultat d'après le lemme B.37 qui suit. 

La fin de l'argument page 143 de [22] se modifie en utilisant que sur S, a : iï[7r^]/5 — > 
Vo{H/s) est universel pour les O-morphismes (3 de H[tt'^]/s vers un Os-module cohérent M 
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tel que si ^ est l'extension précédente alors O agisse naturellement sur Lic/3*^. Il faut également 
utiliser de nouveau le lemme B.37 appliqué à (^(— l)"n")~^. 

Lemme B.37. — Les classes des extensions — * i?i — > £^2 — *■ £^3 — > (ie O-modules sur 
Sfppf telles que O agisses naturellement sur LieE2 via O —* Os forment un sous O-module de 
Exto{Ei, E2). Ces classes sont stables par image directe via un morphisme O-linéaire u : Ei E' i 
tel que O agisse naturellement sur LieE'i et induisant : Exta(Ei, E2) — > ExtQ(E[, E2). 

Démonstration. Elle est facile et laissée au lecteur. □ 



Expliquons maintenant quels sont les arguments à adapter dans la démonstration du théorème. 
La principale chose à vérifier est que l'on peut appliquer le lemme B.36 dans la démonstration de 
l'équivalent du lemme 2.7.4 de [22]. Plus précisément, avec les notations de ce lemme dans [22]. 
il faut vérifier que si v' : G — > Eq{H) est l'unique relèvement de Vq alors, si 



O agit naturellement sur Lie (W|g,j^jvj)*^. Mais {v'^q^^n-^)*£, est une extension scindée. Son algèbre 
de Lie est donc une extension scindée de Lie Eo{H) par Lie G, d'où l'assertion. 

Le reste de la démonstration en bas de la page 145 jusqu'à la page 146 s'adapte immédiatement 
en remplaçant les Hom et Ext par des Homo et Exto. □ 

B.7. Théorie de la déformation des O-modules 7r-divisibles. — 

Théorème B.38. — Soit {S ^ T) e NCRISo{S /Y.) . Soit C la catégorie des O-modules tt- 
divisibles sur T. Soit T) la catégorie des O-modules 'ïï-divisibles sur S munis d'une filtration lo- 
calement facteur directe de leur cristal généralisé évalué sur S ^ T (cf. théorème précédent) 
déformant la partie vectorielle de leur O- extension vectorielle universelle. Soit F : C V le 
fondeur qui à H sur T associe {H Xt S, Va{H) ^ Tç^s^t)) ■ ^lors, F induit une équivalence de 
catégories. 

Démonstration. La démonstration est absolument identique à celle du théorème 1.6 page 151 
du chapitre V de [22]. □ 

B.8. Théorie de Dieudonné "classique" des O-modules 7r-divisibles. — Soit k un corps 
parfait extension du corps résiduel de O et iï un O-module 7r-divisible sur k. Soit a le Frobenius 
de W{k). Soit D(iï) le module de Dieudonné de H, un VF(fc)-module libre de rang htiî muni de 
Lf : D(iï) — > D(i7) une application cr- linéaire induisant un isomorphisme après inversion de p. 
L'action de O sur D(iî) muni celui-ci d'une structure de W{k) O-module. Donc, 

D(iï) = n{H)r 

T:_F"^iy(/f)jj 

011 n[H)T- est un Op ®Opo,T VF(fc)-modulc libre. De plus, 

ip : 0{H)r — > D(iï)^^ 

Rappelons que k est une extension du corps résiduel de O. Cela définit canoniquement un tq : 
F^ ^ l/F(fc)Q qui définit lui-même un isomorphisme 

Of ®o^„,rW{k)^Wo{k) 

Soit ao le Frobenius de Wo{k). 

Définition B.39. — On note Dci(i/) = B(iî)ro, un M^c>(A:)-module libre de rang hto H = TFrêr- 



Il est muni d'un opérateur cro-linéairc </? = -j^^-^ip'^ 



Proposition B.40. — Le fondeur H 1 — > (Dc)(7î), (po) induit une équivalence entre la catégorie 
des O-modules n-divisibles sur k et celle des couples (M, (^) où M est un Wo{k)-module libre de 
rang fini et ip : M M est une application ao-Hnéaire telle que ttM C ip{M). 
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Démonstration. Il sufRt de voir que (_D, (p) i— > (D^^, ^_po'..,pj ''O induit une équivalence entre 

les couples sur W{k) {D, ip) tels que pD C fiD) C D et si ^ = pf^^ alors O agit naturellement 
sur D/VD et les (M, (p) comme dans l'énonce. Mais si D = 0^ D^, 

V:Dr^D,-i, et D/VD ^ ^ Dr/VD,, 

T 

et donc, 

Vr ^ ro V : D,r ^ Dr 

est un isomorphisme tandis que 

D/VD = DrjVD^ro 

On en déduit que VD^ra = yl^^^Q^lL'ro et en posant Va = V^^"'-^"^ on en déduit facilement 
que {D,V) t-^ {Dra,Vo) est une équivalence avec les couples tels que ttD C VoD. On a alors 

'■PoVo = TT. □ 

Proposition B.^l- — Supposons p ^ 2. Soit £ le cristal de H algèbre de Lie de la O-extension 
vectorielle universelle sur NCRISo{Spec{k)/Spec{O j). Le morphisme de Frobenius F : H — > H^'^^ 
commute à l'action de O et définit donc F : Fr*£ > £. Alors, Mq{H) s'identifie à 

r{Spec{k) ^ Spec{0),£) 

et ip au morphisme induit par F. 

Démonstration. Soit £' le cristal de H algèbre de Lie de l'extension vectorielle universelle sur 
NCRIS(Spec(fc)/Spec(M^(fc))). Alors, 

B{H) ~ r (Spcc(fc) ^ Spcc{W{k)),£') 

et par la propriété de cristal 

^{H) (E)w{k) 0~r {Spcc{0 /pO) ^ Spec(O), £') 

et donc 

~ r (SpeciO/pO) ^ Spec(O), Uo,£) 
= r (Spec(0/pO) ^ Spcc(O), £) 
= r(Spec(fc) Spcc(0),é:) 

□ 
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